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Forord

Jeg vil takke Anne Vede og Arnfinn Schalm for inspirerende og gode diskusjoner gjennom hele
prosessen det har vert & skrive dette notatet. De har med sin matematikkbakgrunn og innsikt vaert av
uvurderlig hjelp for & komme igjennom mange av bevisene for teoremene som de sentrale metodene
bygger pé. En god atmosfare oss i mellom har vert avgjerende for progresjonen og jeg synes vi har
klart, ogsé der forskjellige meninger har dukket opp, & bruke denne som konstruktiv drivkraft.
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1. Innledning

Heosten 2001 hadde noen av oss ved Seksjon 720 en kollokviegruppe med tema: Anvendelser av lineaer
algebra i lineare statistiske modeller. Forfatteren James E. Gentle sier i innledningen av leereboken sin
fra 1998: "Linear algebra is one of the most important mathematical and computational tools in the
sciences”. Uten 4 ta stilling til en eventuell rankingliste, trykket vi likevel Gentle's utrop til vart bryst
(og i innledningen av notatet). Det er god reklame, men ogsa en bekreftelse til de av oss som med
jevne mellomrom foler at ett grunnkurs i lineaer algebra, langt tilbake (med bare gode minner) er for
lite. Det er likevel nok til & skjenne at liner algebra er et virkelig slagkraftig verktey for statistikk.
Skremmende rader av summetegn blir enkle matriseprodukter og antall frihetsgrader blir rangen av en
matrise. Nar man forst begynner pé en slik ferd, kan den fort bli lang. Det er uendelig med elegante
sammenhenger mellom matrisene, som fremstar med autoritet ved sine uthevede blokkbokstaver (som
for & understreke sin viktighet). S& hvordan begrense omfanget?

"Most statistical analyses are based on linear models"; nok et beleilig sitat, dette fra forfatterne av en
SAS manual for linesere modeller ([1]). Lineare statistiske modeller er altsa det vi fokuserer pa i dette
notatet. Naermere bestemt variansanalyse av ubalanserte data ved overparametriserte modeller. At
dataene er ubalanserte betyr at det ikke er like mange observasjoner i de finest oppdelte kategoriene
(cellene), ev. ogsa at det er celler uten observasjoner. Overparametriserte modeller er modeller der
antall parametre er storre enn det antallet som entydig lar seg estimere fra de forskjellige cellene.
Disse modellene har fatt stor oppmerksomhet og selv om det er opplagte ulemper ved dem, har de
fremdeles sépass stor utbredelse at alle statistikkpakker bruker dem. Det er innlysende at det er viktig
a kunne analysere ubalanserte data. I praksis er jo data oftest ubalanserte, selv i planlagte forsek med
like mange observasjoner i1 hver kategori, kan frafall inntreffe underveis. Det er selvfolgelig mange
beker om dette emnet, flest med litt om ubalanserte data som ett av mange temaer, mens de vi har sett
pa er viet i sin helhet til det. Det er mange steder linear algebra forenkler beregningene, men vi har
funnet behov for 4 repetere (og leere mer) nedvendig teori som til dels er forutsatt kjent. Her er det
ogsé vanskelig 4 begrense mengden av interessant materiale, og i det hele tatt; hvorfor skrive om dette
nar det har vaert gjort sd bra, og s& mange ganger for?

"... and most analyses of linear models can be performed by three SAS procedures: REG, ANOVA and
GLM" er slutten av sitatet ovenfor, og herved det siste. Det er tatt med som slagord for programpakken
som skal utfore selve analysen. Vi har valgt SAS siden dette er den vanligste & bruke i SSB, og vi
konsentrerer oss om prosedyren GLM siden dette er den mest generelle for det vi ser pé. For &
handtere overparametriserte modeller beregner SAS en generalisert invers. Dette, sammen med
konsekvensene av at dataene er ubalanserte bidrar til mange muligheter for forvirring, allerede i de
teoretiske resultatene. Det har vert stor uenighet i statistikk-miljeet om hva som er riktig méte &
analysere slike data p4, helt frem til 1980-tallet. Nér det s& kommer til algoritmene som skal lgse dette
i praksis, kan det vaere svert vanskelig 4 skjenne hva SAS gjer og hvorfor, spesielt hvis man bare har
manualer til hjelp og ikke kjenner feltet fra for. Noe som opplagt gjer det vanskelig & lage gode
manualbeskrivelser av det vi ser pé, er at SAS trenger algoritmer som skal takle mange flere
situasjoner enn vére, s metodene ma vere rasjonelle ogsa i andre sammenhenger. Det kan vere
vanskelig & skille mellom de kravene modellene vére stiller og de egenskapene som er med for &
ivareta generaliteten. Manualenes tekniske fremstilling om hvordan programmet skal brukes riktig, gir
mindre plass til gode teoretiske begrunnelser for de forskjellige forutsetninger og valg programmet
gjor. Dette er farlig i GLM sitt uoversiktelige landskap, og det er fort gjort & teste en helt annen
hypotese enn den man tror man tester. Leser vi manualene feil? Raper vi bare vart eget manual-
kompleks som har fétt utvikle seg ved stadig mislykkede forsek pé & finne svarene der?

Svarene pa spersmélene over forklarer innholdet av dette notatet. Inspirasjonen oppsto ved praktisk
erfaring med SAS GLM og noen spersmal som aldri fikk svar. Da var det naturlig og lete i litteraturen
om linere statistiske modeller og bl.a. i de referansene som star i manualene. Det igjen vekket
behovet for repetisjon av linear algebra og slik fortsatte det til et notat. Det er et subjektivt veiet
gjennomsnitt av informasjon fra disse tre kildene. Spersmélene begynte som uklarheter i manualene,



de blir belyst ved en oppsummerende gjennomgang av de lineaere modellene (sd konsentrert som
mulig), og underveis nar vi har behov for resultater fra lineaer algebraen, presenteres disse, men uten
bevis. Vi har ikke tatt med flere resultater enn akkurat de vi har trengt underveis (som pa en naturlig
mate begrenser omfanget), og de er presentert i den rekkefalgen behovene har meldt seg.

Som den rene ANOVA tabellen har vi ment at det er mulig & dekomponere forvirringen knyttet til
denne typen analyse i forskjellige bidrag og forklare hvert bidrag for seg. "Forklaringsgraden til denne
modellen" (dette notatet) er ikke ment & vare 100 % og selvfolgelig avhengig av leserens frihetsgrader
som tid til rddighet, men det er altsd forst og fremst ment som en oppsummering, en samling resultater
og bakgrunn for bruk av SAS GLM. Det er skrevet forst og fremst for den som har bruk for & kunne
utfore variansanalyse pé ubalanserte data, med lite forutsatte forkunnskaper. Det man ikke skjonner av
resultater, kan man finne svar pé i referansene. Det presenteres likevel mange formler og man ber ha
noe kjennskap til modellene vi snakker om, og litt lineaer algebra.

2. Bakgrunn

2.1 Modell

Med en lineaer modell menes her en modell som kan gis pa formen

(2.1) y=Xb+e

der y er en vektor med observasjoner, X er en matrise der kolonnene er kovariater (regresjon), eller
"dummy" variable med 1-ere og 0-ere som markerer hvilken gruppe observasjonen tilherer, b er
parametervektoren og e er vektoren med feilledd. Vi skal ngye oss med & se pa de tilfellene der b er
tenkt pa som en vektor med ukjente konstanter ("fixed effects"), ikke tilfeldige variable. Det er enklest
og har tydelig forbindelse med linearalgebraen. Modellen er linear fordi parametervektoren inngar
lineert i ligningen. For fullstendig spesifisering av modellen gjores ogsé antagelser om forventning og
varians til feilleddene. Vi antar at forventningen til feilene er 0, at de har samme varians og er
ukorrelerte, altsa:

(2.2) E(e)=0, var(e)=0"1

2.2 Estimering, generelt
Minste kvadraters estimering er en av flere estimeringsmetoder i denne modellen. Den kan lett
generaliseres til tilfeller der feilene ikke har samme varians, er intuitiv og legger ingen forutsetninger

pa fordelingen til feilleddene. Den gir ogsd samme parameterestimater b som f.eks. maximum
likelihood estimering gir under forutsetning av normalfordelte feilledd.

For & finne parameterestimatene minimeres kvadratsummen av forskjellene mellom observasjonene og
de forventede y verdier, altsd minimere flg. uttrykk:

€e=[y—E®y)] [y-E(®y)]=(y—-Xb) (y—Xb)=y'y - 2b’Xy +b’X'Xb
mhp parametervektoren b. Ved a derivere mhp b og sette lik 0 finnes minimum (for derivasjon mhp en

vektor se appendix A). Ligningene som gir minimum kalles normalligningene og parametervektoren
som tilfredsstiller minimum er estimatet og kalles b. Normalligningene er gitt ved:



(2.3) X'Xb = Xy

Hvis X har full rang har ogsd X’X full rang (se kapittel 3) og er invertibel (ikke-singuleer). Da finnes
den entydige losningen for parameterestimatene:

(2.4) b=(XX)" XYy

I de tilfellene der X og X'X ikke har full rang kan den ikke inverteres pa vanlig méte, men en ikke
entydig lesning kan likevel finnes ved & innfere en generalisert invers X'X som betegnes med G

eller(X'X) . En lesning til (2.3) er da gitt ved:
(2.5) b’ =(X'X) Xy=GXYy

hvor symbolet b brukes for 4 indikere at dette ikke er et estimat, men en av mange mulige lesniner til
normalligningene. Dette kommer vi tilbake til i kapittel 4.

2.3 Forvirring (entydighet)

Innfering av den generaliserte inversen G har mange konsekvenser, ogsa nér det gjelder statistiske
aspekter som estimering og testing av hypoteser i de lineere modellene. Hva kan estimeres og
hvordan ser en relevant hypotesetest ut? Hva man skal gjere med at det ikke nedvendigvis finnes en
entydig lesning av normalligningene er en av de viktigste kildene til forvirring, selv med de
nedvendige boker og flere kilo med SAS manualer pa skrivebordet. Estimerbarhet er nokkelbegrepet
her og er best illustrert ved et enkelt eksempel.

Eksempel 2.1:
Vi har flg. 1-veis klassifisering (enkleste formen av 2.1) med 3 grupper og 6 observasjoner fordelt som

3, 2, 1. Modellen kan skrives pa formen:

(2.6) Yy =M+ +E,

der i=1,2,30g j=1,---,n,. P4 vektorformen fra 2.1 kan den skrives som:

2.7 y=Xb+e
med
i 16 e, 1100
Vi 10 e, )7 1100
ye Yis | 19 o= e b= o X< 1100
Vo 11 e, a, 1 010
V2 13 ey o, 1 010
V3 27 e 1 0 01

U er tenkt pd som et felles gjennomsnitt og ¢ ,,,a; som de gruppespesifikke avvikene fra u .
Modellen (b) har 4 parametere og bare 3 grupper a estimere dem fra. Vi ser at X ikke har full



kolonnerang (de 3 siste kolonnene summeres til den forste), s& X’X er ikke invertibel.
Normalligningene (2.3) er gitt ved:

6 3 2 1)U 96
330 0(a| |45
(2.8) ' |=
2.0 2 0||a0| |24
100 1)) (27

som er ekvivalent med:

6u° +3a) +2a; + o) =96

3u’ +3a) =45
2u° +20) =24
u’ +of =27

Vi ser direkte at summen av de 3 nederste ligningene er lik den gverste ligningen. Dermed har vi
uendelig mange losninger av ligningene. 4 slike losninger er vist i tabellen nedenfor:

PARAMETER LOSNING
b! b) b) b)

1" 16 14 27 -2982

o -1 1 -12 2997

o 4 2 -15 2994

o 11 13 0 3009

Tabell 1: 4 lesninger av normalligningene

At en av disse losningene fra tabellen ikke kan brukes som parameter estimat er innlysende, og
grunnen er altsé at vi har en overparametrisert modell, en modell med flere parametere enn ligninger
som kan brukes for & estimere disse.

Ved a "fire" litt pd kravene og i stedet for 4 kreve & estimere alle parametrene, noye oss med & betrakte
lineeere funksjoner av flere parametre ser vi noe interessant. Tabellen nedenfor viser 2 lineare

funksjoner av elementene i b’ for de forskjellige losningene i tabell 1.

LINEAR LOSNING FRA TABELL 1
FUNKSJON b? b bS b;
b +ad) 35 5,5 7,5 3001,5

(i v+ +a) 2233 26,33 0 2006

Tabell 2: Noen linexre funksjoner av parametrene med forskjellig resultat for de forskjellige lesningene




Vi ser at disse 2 funksjonene gir forskjellige resultat for de forskjellige b’ fra tabell 1. Men for noen

andre funksjoner far vi samme resultat for alle b’ , se tabellen nedenfor:

LINEZER LOSNING FRA TABELL 1
FUNKSJON b? b! bS bg
( o - ag) 3 3 3 3
(4 +a) 15 15 15 15
(ol +al) 19,5 19,5 19,5 19,5
45 45 45 45

) 0
7(0‘2 T )_0‘1

Tabell 3: Noen andre linezre funksjoner av parametrene med likt resultat for de forskjellige losningene

Denne invariansegenskapen til disse funksjonene gjor at uansett hvilken lgsning man bruker fas
samme resultat som da kan brukes som estimat. F.eks. er den gverste funksjonen i tabell 3 en estimator
pa forskjellen 1 nivad mellom gruppe 1 og 2. Funksjoner med denne gnskede invariansegenskapen
kalles estimerbare funksjoner og i kapittel 4 skal vi se hvordan man kan finne disse funksjonene og
teste hypoteser om dem.

2.4 Mer forvirring (balanse)

En annen hovedkilde til forvirring i disse lineare modellene, er skillet mellom tilfellene der man har
like mange observasjoner i gruppene pa det finest oppdelte nivéet og der man ikke har det. Hvorfor
man ber skille mellom disse, hvor forskjellene dukker opp i den statistiske inferensen, og det &
betrakte det balanserte tilfellet (like mange observasjoner i gruppene) som et spesialtilfelle av det
ubalanserte tilfellet (som er Searle sin angrepsvinkel i [3]), kommer vi tilbake til i kapittel 4, men bare
for & vise denne forskjellen, er et eksempel nyttig.

Eksempel 2.2:

Vi tenker oss 6 observasjoner som er f.eks. produksjon fra planter av 3 typer, med 2 forskjellige
gjedslingsmater (behandling). Observasjonene kan fremstilles som i tabellen nedenfor og er et
eksempel pa balanserte data:

BEHANDLING (GJODSLING)
Plantetype 1 2 Total
1 i M2 M.
2 Va1 Vo Y2,
3 V31 V32 Vs,
Total Y Y2 Y.

Tabell 4: Balanserte data

Her passer en 2-veis klassifisering, for enkelhets skyld uten interaksjon. Den modellen er gitt ved:

yy=Hto B te



hvor u er det generelle gjennomsnitt for produksjon fra alle typer, mens ¢; er effekten pa
produksjon av plantetype i, 3, er effekten pa produksjon av behandling (gjedslingsmate) j, og &; er

stoyleddet (uavhengig, med 0 forventning og samme varians for alle). Til sammen gir dette 6
parametre (ser bort fra variansen i stoyen som ogsé er en ukjent parameter, men som ikke er med i
parametervektoren). At modellen er overparametrisert kommer av at formen pa den (additive effekter)
gjor at de 6 gruppene man har & basere estimeringen pa bare klarer & estimere 4 parametere entydig
(som er lik rangen til X) som er mindre enn antall ukjente parametre i modellen. Dette betyr altsa at
alle parametrene ikke kan estimeres, men som i forrige eksempel kan noen lineare funksjoner av
parametrene estimeres. Vi antar nd at vi har samme antall observasjoner, men at vi i type 1 -
behandling 1 har 2 observasjoner og ingen observasjon i type 3 - behandling 2. Da har vi ubalanserte
data som kan fremstilles som nedenfor:

BEHANDLING (GJ@DSLING)
Plantetype 1 2 Total
1 Vi Vi (2) Yoy (1) . )
2 Yo (1) Yoy (1) »,. (2)
3 yi (1) - (0) ys. (1)
Total yi (4 v, (2) y. (6)

Tabell 5: Ubalanserte data (antall observasjoner i parantes)

Det viser seg at klassen estimerbare funksjoner er den samme i de to tilfellene. Det er svart lite som
skiller de 2 tilfellene, men konsekvensene for estimeringen er stor. F.eks. er funksjonen £, — f3,

estimerbar og tabellen nedenfor viser estimatoren for denne funksjonen (estimeringsmetoden er BLUE
- best linear unbiased estimator) i balansert tilfelle og i ubalansert tilfelle:

ESTIMERBAR FUNKSJON ESTIMATOR
Balanserte data (Tabell 4) Ubalanserte data (Tabell 5)
BB F1=7, —5 (43, +3y, +6y; —6,)

Tabell 6: Estimator for balansert og ubalansert tilfelle

Vi ser stor forskjell pa estimatoren i de to tilfellene. Estimatoren i det balanserte tilfellet er intuitiv, det
er rimelig & estimere nivaforskjell i kolonneeffekten (behandling), altsa forskjell pa de to
behandlingene, med differansen av kolonnegjennomsnittene. Derimot er det ikke lett & tolke resultatet
i det ubalanserte tilfellet. ®

Dette eksempelet viser at om dataene er balanserte eller ikke kan ha stor betydning for den statistiske
analysen.
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3. Viktige resultater fra regresjon (modell med full rang)

Forst betrakter vi modellen med full rang. Da slipper man unna forvirringen som skyldes
overparametriseringen mens mange av de sentrale begrepene kan innferes. Dette er ikke ment som
noen oversikt over regresjonsanalysen, (resultater fra vanlig liner regresjon forutsettes kjent) bare et
utvalg av resultater som er basert pé linear algebra og som ligner pa de resultatene som gjelder for den
overparametriserte modellen, med vekt pd hypotesetesting.

3.1 Generelt

Den vanlige regresjonsmodellen:
3.D Y =byx;y +--+bxy +€

passer inn i (2.1) med

X X X
20 21 2%
3.2) X=| ¢ : R b=
Xyvo Xn1 T Yw

der altsd kolonnene i X er kovariatene. N& har altsd X'X full rang (nesten alltid), er dermed invertibel
og parameterestimatet er gitt ved ligning (2.4). En viktig egenskap med denne estimatoren er at med
variansbetingelsen (2.2) oppfylt er dette estimatet "best, linear, unbiased, estimator " (b.l.u.e.), se
kapittel 4. Det er lineart i observasjonene, og best i den forstand at blant de forventningsrette
estimatorene har den minst varians. Forventningsrettheten og uttrykket for variansen folger direkte:

E(B):E{(X’X) XyJ X'X)" X'Xb =b,
63 i) |- } X (y- )y~ BY)X(XX) )

=(X'X)™ X'E (e¢') X (X'X

—

Som vanlig brukes notasjonen y = £ (y) =Xb for estimatet av forventningen til y (predikerte verdier).

Da blir avvikene mellom de observerte y, -ene og de predikerte verdiene y, gitt ved
(3.4) y-9=y-Xb=y-X(XX)"'XYy= [1 —X(X'X)™ x’]y
og kvadratsummen av avvikene, heretter kalt residualfeilkvadratsummen, med symbol SSE :

’

55) SSE = Z 7 =(y=9) (y=9)=y [ 1-XXX)"X]y

=yy-yX(XX)"'Xy=yy-bXy

11



siden [I -X(X'X)™"! X'] er symmetrisk og idempotent (blir uforandret om ganget med seg selv). For &

estimere o~ tas utgangspunkt i SSE . Da trengs forst et fordelingsresultat om kvadratiske former ([3],
s 55):

Teorem 3.1: Nér x ~(n,V) er E(XAx)=1r(AV)+p'Ap

Dette brukes til & beregne forventningen til SSE. Altsd med y ~ (Xb,IO'Z) fér vi flg. forventning nér
vi bruker Teorem 3.1;

E(SSE)=1r [I —X(X'X)™! X’]Ia2 + b’x’[l —X(X'X)" X’] Xb
(3.6) = r[l —X(X'X)™! x’] o’

= [N —r (X)] o’

Det siste leddet i forste linje faller bort siden [I -X(X'X)! X']X =0. Videre brukes at trace til en
idempotent matrise er lik dets rang ([4], s 320). Deretter kan flg. lemma brukes ([4], s 198):

Lemma 3.1:  Nar M idempotent av dimensjon n gjelder flg.: (I-M)=n—r(M)

siden X(X'X)_l X’ er idempotent og av dimensjon N x N . Det som gjenstér er 4 vise at

r(X(X’X)_IX') =r(X) . Da trenger vi et generelt resultat om rangen til produktet av 2 matriser A og
B ([4], s 196):

Teorem 3.2: 7., <min(r,,%)

Alle omformingene vi trenger her baseres pd at X har full kolonnerang, (husk at kolonnerangen som
er antall linezert uavhengige kolonner er lik radrangen og full kolonnerang betyr at alle kolonnene er
lineart uavhengige). Her er altsd #(X)=k+1, og X’X er invertibel. Ved & bruke at

X = X(X'X)"' XX far vi ved Teorem 3.2 at: #(X)=r(X(X'X)" X'X) < r(X(X'X)"'X) < r(X)
som viser at r(X(X'X)_lX') = r(X) . Dette resultatet kan ogsé brukes for & vise at

r(X’X) =r(XX")=r(X). Dette kommer igjen flere steder. Teorem 3.2 brukt to ganger gir bade at
r(X’X) < r(X)og ved samme omskriving av X som ovenfor at r(X) = r(X(X'X)’l X'X) <r(X'X)
slik at (X'X)=r(X) er vist. Helt tilsvarende har vi at (XX")<r(X) og ved omskrivingen

X =(XX)X(X'X)™" gjelder at r(X)<r(XX) og dermed har vi vist at r(XX') =r(X).
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Fra (3.6) har vi na fatt et forventningsrett estimat for o> ved:

.,  SSE SSE
o

37 TN-rX) N—k-1

For a kunne splitte opp de forskjellige kildene til variasjon i dataene innferes den totale
kvadratsummen av observasjonene, forkortet SST , og gitt ved:

N
(3.8) SST=y'y=>y

i=1

Forskjellen mellom den totale kvadratsummen SST og SSE kalles SSR og er altsé den delen av den
totale kvadratsummen som modellen bidrar med (regresjonskvadratsummen), slik at vi har:

(3.9) SSR = SST — SSE =b'X'y

med SSE fra (3.5). Denne oppsplittingen er grunnlaget for den vanlige ANOV A-tabellen, bortsett fra
at da brukes ofte formen som er korrigert for gjennomsnittet hvor fra hvert element i X matrisen
kolonnegjennomsnittet er trukket fra. Disse 2 formene er i 1-1 forbindelse med hverandre, men
sistnevnte er fordelaktig nér man vil sammenligne modellene med og uten intercept.

Modellen uten kovariater, y;, = b, + &, , altsd & tilpasse dataene til en konstant, har en spesiell rolle og
har fatt eget navn pé kvadratsumbidraget, SSM. Vi ser lett at siden X =1 (en kolonne av bare 1-ere)
blir 5, =(X’X)"' X’y = 7 . Da blir SSR fra (3.9): SSR =h,X'y =71’y = Ny* som er kvadratsumbidraget
fra den enkleste mulige modellen og kalles SSM , og er "korreksjon for gjennomsnittet":

SSM = N y*
(3.10) SSR, =SSR — SSM
SST, = SST — SSM

SSR, og SST, er altsé regresjonskvadratsummen og totalkvadratsummen korrigert for
gjennomsnittet.

3.2 Fordelingsegenskaper

Naé innferer vi antagelsen om normalfordelt stoy. Det er forutsetningen for at de forskjellige
kvadratsummene (SSR, SSE, SSM, SSR
av diverse hypoteser. Vi antar altsa:

SST)er y* fordelt og at F fordelingen kan brukes i testing

m

(3.11) e~ N(0,0°1)
Da blir fordelingen til y :
(3.12) y ~ N(Xb,o°1)

Siden b er en linezer funksjon av y er denne ogsa normalfordelt:
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(3.13) b=(X'X)"' Xy ~ N (b,(XX)"'0?)
fra (3.3). Videre gjelder:

(3.14) b og 67 er uavhengige

For & se dette brukes flg. teorem ([3], s 59):

Teorem 3.3: Nér x ~ N(u,V) er x’Ax og Bx uavhengige hvis og bare hvis BVA =0

Siden SSE = y'[l -X(X'X)™"! X']y fra (3.5), som er en kvadratisk form i y , og y er normalfordelt

(fra (3.12)) vil teoremet si at SSE og (X'X) ' Xy = b er uavhengig hvis og bare hvis
(X'X)™"! X,O'ZI[I -X(X'X)™! X'] =0 noe vi ser den er, altsa gjelder (3.14).

For & se at SSE er y* trenger vi nok et teorem ([4], s 57):

Teorem 3.4: Nar x~ N(n,V) er XAx y* [r(A),% u'Au} hvis og bare hvis AV er idempotent

der apostrofeni y* [.,.] markerer at fordelingen er ikke-sentral og forste parameter i parantesen er
antall frihetsgrader og andre parameter er ikke-sentralitetsparameter. Siden

SSE = y'[I -XX'X)™! X']y =y'Py er kvadratisk i y med P som idempotent og var(y)=0"T er ogsa
( %f 2)PO'ZI idempotent og dermed gjelder teoremet med flg. fordeling pa SS%_ )

(3.15) SSE (- 7 [r(l —X(X'X)" x’),b’x’[l —X(X'X)" x’] Xb/zaz} =73

”

der r=r(X). Forenklingen her er pga. [I -X(X'X)™! X’] X =0 s& fordelingen blir sentral i dette

tilfellet. Dessuten sa vi i (3.6) at r [I —X(X'X)™! X’] =N-r(X).

For & beskrive SSR, dens fordeling og uavhengigheten mellom SSR og SSE trenger vi et siste
teorem ([4], s 59):

Teorem 3.5: Nir x~ N(u,V), er xX’Ax og x'Bx uavhengige hvis og bare hvis AVB =0

Fra (3.9) har vi at SSR=b"Xy = y'X(X'X) ' Xy som ogsa er en kvadratisk formi y . Siden
X(X’X)™"'X’ er idempotent og ganget med I—X(X'X)'X’ gir 0 er, ved Teorem 3.5 SSR uavhengig
av SSE og ved Teorem 3.4 har den flg. fordeling:
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(3.16) Ss%z xa [”(X(X'X)_l X'),b'X’X(X'X) "' X'Xb/ 202}
= 7" [rb’X'Xb /20" |

altsa en ikke-sentral y* fordeling, med r = r(X) frihetsgrader, og ikke-sentralitetsparameter andre

parameter i parantesen.

Tilsvarende har vi for SSM, at SSM = N 3> =y’N 11y , altsa en kvadratisk form i y, den ogsa.

N7'11" er idempotent, ganget med I er den fremdeles idempotent og det gir oss fordelingen ved
Teorem 3.4. At den ganget med I—X(X'X)'X’ gir 0, som ved Teorem 3.5 gir uavhengigheten av

SSE, krever noen argumenter for a se. Vi bruker forst at alle modeller som assosieres med SSM (der
SSM er av interesse) har intercept. Da er forste kolonne i X en kolonne med 1-ere. Hvis vi tenker oss X
med dimensjon N X (k+1) som f.eks.

X=(1 x;, - x;)ogdermed X'=
Xk

bruker vi at X’X(X'X)"'X’= X’ og at et matriseprodukt kan betraktes som en ny matrise der radene er

hver rad i venstrematrisen ganget med hele matrisen til heyre (og tilsvarende gjelder for kolonnene, at
kolonnene i resultatmatrisen er hele venstrematrisen ganget med hver kolonne i hgyrematrisen). Da
kan vi se pa uttrykket for X" som:

1 1 I'X(X'X)'X’

’ Y S
X:] _ X/ — X/X(X/X)71 X, _ X:l X(X’X)71 X, _ X] X(XX) X

’ ’

X, X, x, X(X'’X)"' X’

og hvis dette skal stemme ma det stemme for alle radene og dermed har vi at 1'=1"X(X’X)"' X’. Dette
resultatet brukes for & vise uavhengigheten mellom SSM og SSE. Betingelsen fra Teorem 3.5 er

-1
oppfylt siden N—lll’(o'2l)(l —X(X'X)"! X/) = (N/O.Z ) (11/ 1UX(XX)! X/) 0. Fordelingen er fra
Teorem 3.4:
SSM/. = 27| r(N11) XN 11XD /207 |

(3.17)
= 7" [1('Xb)’ /2NG” |
SSR, og SST er ogsd 2 fordelt pa samme mate.

Ved 4 bruke definisjonen av en ikke-sentral F-fordeling ([3], s 51), breken av en ikke-sentral >

fordeling delt pa sine frihetsgrader i teller og en sentral y* fordeling delt p4 sine frihetsgrader i nevner
kan vi na uttrykke to relevante F-observatorer for testing av hypoteser ved:

15



SSR

F(R)=—*" ~F'(r,N-r,b’X’Xb/20”)
(N-r)

(3.18)
SS]\/% , , 2 2
— 2~ F'(1LN—r,(’Xb)* /2N

SSE,
(N=r)

F(M)=

ved & bruke (3.15), (3.16) og (3.17). Under visse null hypoteser er disse F-fordelingene sentrale og
dermed egnet for testing av disse hypotesene.

3.3 Den generelle linezre hypotesen

Fire vanlige hypoteser som er interessante i regresjonsmodellen var kan beskrives som (folger [3] sin
fremstilling, s 110): i) H: b =0, altsd hypotesen om at alle parametrene er O (forkastning betyr at
minst en parameter er signifikant forskjellig fra 0), (i) /7: b=b,, som er hypotesen om at alle
parametrene har en bestemt verdi b, =b,,i=0,1,---,k, (iii) H: Ab=m, hypotesen om at en linear-
kombinasjon av parametrene er lik en bestemt verdi, og sist (iv) # : b, =0, at en undermengde av
parametrene, g stykker, g < k er 0. Alle disse hypotesene (og mange flere) lar seg uttrykke pa den
generelle formen:

(3.19) H: Kb=m

der b erden k+1 dimensjonale parametervektoren, K’ er en vilkarlig matrise av dimensjon
s X (k +1) (uttrykkes som en transponert matrise, da stemmer notasjonen ogsa for s =1med vanlig

notasjon for radvektor) og m er en s dimensjonal vektor med spesifiserte konstanter. Eneste kravet til
K’ er at den skal ha full rad-rang, alts4 at r(K') =s . Dette betyr ikke noe annet enn at de lineare

funksjonene av b som utgjer hypotesene skal vare linesert uavhengige. Det er et rimelig krav siden det
som et eksempel betyr at hvis den ene hypotesen kan skrives b, —b, =2 er det ikke noe vits i & ha med

hypotesen 2b, —2b, =4 . Intuitivt ber ogsa hypotesene som kan betraktes som et sett med ligninger
ikke vaere inkonsistente, altsd at man ikke har med hypotesen b, —b, =2 og samtidig en annen

hypotese b, —b, =3. Som nyttig repetisjon er definisjonen av konsistens i ligningssett tatt med ([4], s
229):

Definisjon 3.1: De line@re ligningene Ax =y er konsistente hvis de linezere sammenhengene
mellom radene i A ogsé gjelder mellom de korresponderende elementene i y.

Det viktige med denne definisjonen er at konsistente ligninger lar seg lose, mens inkonsistente
ligninger ikke lar seg lose. Vi kommer tilbake til den flere ganger senere. Det er viktig & legge merke
til at den ikke krever at det skal vaere noen lineere sammenhenger mellom radene i A, men hvis det er,
ma de samme sammenhengene ogsa gjelde for elementene iy. Hvis A har full radrang sa finnes ikke
linezere sammenhenger mellom radene og da er ligningene konsistente for alle y.

Andvendt pa (3.19) er poenget at de linesre hypotesene ikke skal inneholde samme informasjon
(innbyrdes) og ikke veere selvmotsigende. Men nér kravet at K’ har full radrang er oppfylt er begge
disse to egenskapene oppfylt. Hver hypotese kan ikke uttrykkes som en lineeerkombinasjon av de
andre, og konsistensen er oppfylt for alle m. Den generelle F-observatoren for & teste (3.19) lar seg né
uttrykke. Fra (3.11) og (3.12) har vi at
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(3.20) Kb-m-~ N[K’b —m,K'(X'X)"' Kaz]

Ved & lage en kvadratisk form i Kb-m, og med [K'(X'X)’l K]_l som matrisen, vil denne
kvadratiske formen ha en y” fordeling. Hvis vi kaller denne kvadratiske formen for O, slik at:
(3.21) 0=(Kb-m) [K'XX)'K]| (Kb-m)

vil, ved Teorem 3.4 vi ha flg. fordeling pa %2 :

-1

(3.22) %~ ;{2'[5,(K'b—m)’ [K'(XX)"K] (K'b—m)/20'2}

For det forste er det viktig & merke seg at matrisen i Q alltid eksisterer, altsa at [K'(X'X)’l K] er ikke-

singuleer. For & se dette gjor vi bruk av begrepet positivt definit (se Apendiks B), og flg. resultater ([3],
s 35,36 og [4]s 197):

Lemma 3.2: En symmetrisk matrise A er positivt definit hvis og bare hvis alle dens "principal
leading minors" har positive determinanter.

Determinanten til en matrise kan uttrykkes ved lavereordens determinanter ("minors") og "principal
leading minors" er disse determinantene med tilherende matrise som har diagonalen sin langs
diagonalen i A. Dette lemmaet gir flg. resultat:

Korolar: Positivt definite matriser er ikke-singulare (ikke nedvendigvis motsatt)

Dette er fordi at determinanten til hele A er en av A's mange "principal leading minors" og hvis denne
er positiv er A nedvendigvis ikke-singuler (invertibel). Legg ogsé merke til at selv om determinanten
til A er positiv trenger ikke nedvendigvis alle de lavere ordens determinantene vere positive og derfor
er ikke ngdvendigvis alle ikke-singulaere matriser positivt definite. Med dette korolaret er det nok &

vise at [K'(X’X)_IK] er positivt definit. Da trengs tre lemmaer til:

Lemma 3.3: AA’ er positivt definit ndr A har full rad-rang. Tilsvarende er A’A positivt
definit nar A har full kolonnerang.

Dette lemmaet brukes til 4 se at X'X er positivt definit (X har full kolonne-rang). Videre trengs:

Lemma 3.4: En symmetrisk matrise A er positivt definit hvis og bare hvis den kan skrives som
P’P for en ikke-singular P.
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Siden X’X er symmetrisk og positivt definit finnes altsi ved Lemma 3.4 en ikke-singular P slik at
X'X=P’P. Dagjelder: K'(X'’X)"'K=K'(P’P)'"K=KP"'(P)'"K=KP"'(P"'YK (regel for
inverse av produktet av to matriser og invers av transponert matrise). Siste lemmaet vi trenger er:

Lemma 3.5: Multiplikasjon med en ikke-singuler matrise forandrer ikke rangen.

Siden vi vet at K’ har full rad-rang ((K") =) sd sier Lemma 3.5 at rangen ikke endres ved & gange

med P™'. Dermed har vi at K'(X’X)"'K =K’P™'(P™')YK =BB’ for en B med full rad-rang (s), og ved
Lemma 3.3 er den da positivt definit og dermed ikke-singuler.

Naé kan vi utlede F-observatoren for den generelle hypotesen. Da ma vi forst vise uavhengighet
mellom Q fra (3.21) og SSE vha Teorem 3.5. Det gjores ved & uttrykke begge som kvadratiske former

i samme normalfordelte variabel. Ved & sette inn b = (X’X)'X’y kan (3.21) skrives som:

-1

0= [K’(X’X)’l X'y — m]' [K’(X’X)’l K] [K’(X’X)’l X'y — m]
Videre gjelder
K'(X'X)"' Xy -m=K'(X'X)"' x’[y ~XK(K'K)™ m]

siden vi vet ved Lemma 3.3 at K'K er ikke-singular (K’ har full rad-rang). Settes dette inn i
uttrykket ovenfor fas:

0= [y —XK(K'K)™ m]' X(X'X)"'K [K’(X’X)’l KT K'(X'X)™! X’[y ~XK(K'K)™ m]

Vi husker at SSE = y’[l —X(X'X)™! X’] y . Dessuten at X’[I —X(X'X)™! X’] = [I —X(X'X)™! X’] X=0

Da kan SSE omskrives til en kvadratisk form i samme uttrykk som Q:
SSE = [y ~XK(K'K)™ m] [1 —X(X'X)™! X’][y ~ XK(K'K)™ m}

Vi vet fra for at bide SS% ., 0g %2 er y* fordelt og det ser vi bekreftelse pa her siden begge er

kvadratiske former i vektoren y — XK(K’K)'m som er normalfordelt. De to korresponderende

matrisene 1 de kvadratiske formene er idempotente, men enda viktigere er at produktet av dem er 0-
matrisen, altsa:

I-X(XX)'X [X(XX)'K|K'(XX)'K - K'(X'X)'X'=0
| ] | ]

og ved Teorem 3.5 er da de SSE og O uavhengige (V i teoremet er her ¢I). Dermed vil F-
observatoren F(H)= — 925 __ ha flg. fordeling (fra (3.14) og (3.22)):

SSE/(N—7(X))

_ Q/S _ ' _ N 4 ’ o1 -1 o 2
(3.23) F(H)_SSE/(N—r(X)) F|:S,N (X),(K'b—m) [K(XX) K] (K m)/20'}
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altsd en ikke-sentral F-fordeling, som blir sentral under vér generelle hypotese i (3.19).
-1

o (K’f) - m)/ [K’(X’X)’l K] (K’f) - m)

(324) F(H) = 2 ) - F;,Nfr(x)
SO SO

Dette resultatet gjelder altsa for alle hypoteser som kan skrives som i (3.19). Siden (3.19) medforer at
ikke-sentralitetsparameteren = 0 er dette ekvivalent med at nar test-observatoren i (3.24) forkaster at
den kommer fra en sentral F-fordeling medferer dette forkastning av (3.19). De fire vanlige tilfellene
nevnt i innledningen er bare 4 sette rett inn i (3.24). F.eks. hvis vi skal teste om en bestemt parameter i
b er signifikant forskjellig fra 0, blir dette en F-test med 1 frihetsgrad som er den vanlige #-testen.

4. Modeller som ikke har full rang

Modellen som betraktes né kan fremdeles gis pa formen i (2.1) og (2.2), altsa:

(4.1) y=Xb+e

deryeren Nx1 vektor med observasjoner y,, b eren pxI1 vektor med parametre (i stedet for & +1

som i regresjonstilfellet i kapittel 3 hvor det var viktig & skille mellom modellen med og uten intercept
og k var antall kovariater), X er en N X p kjent matrise (vanligvis med 0-er og 1-ere) og e er som for

en stoyvektor med
(4.2) E(e)=0, var(e)=0"1

I eksempel 2.1 sd vi en illustrasjon pa denne modellen som ikke har full rang pa X, og X'X. Der s4 vi
pa den enkleste typen modell, en 1-veis klassifisering. Den modellen som vil gé igjen i eksempler
videre, som er den enkleste modellen som likevel er komplisert nok til & fa frem de viktige
linezeralgebraiske og statistiske resultatene er en 2-veis kryssklassifisering med (og uten) interaksjon.
Den er gitt som:

(4.3) yzjk:ﬂ"‘ai"'ﬁj"'%j"'gijk

der modellen av observasjonene kan beskrives ved to forskjellige faktorer og deres interaksjon, der ¢,
er den ene faktoren med a nivaer slik at i =1,---,a, ﬁ ;er den andre faktoren med b nivaer slik at
J=L:-,b, 0g y, er interaksjonen mellom faktorene (som beskriver hvordan den ene faktoren varierer

for forskjellige nivaer av den andre faktoren). Det er viktig & legge merke til at for alle nivéer i en
faktor er alle nivaer av den andre faktoren definert, man kan tenke seg datastrukturen illustrert ved en
tabell med med radene som den ene faktoren og kolonnene som den andre. Antall observasjoner 1
hver rute (en verdi for i og j) er gitt ved n; slik at £ =1,---,n, . Radsummen, kolonnesummen og

. . b a
totalsummen av antall observasjoner er gitt ved: n; = ZFI ng,n;= Zi:l n; og N=n = Zizjni/ .

Som beskrevet i kapittel 3 er dataene balansert hvis alle rutene har samme antall observasjoner, altsé at
n; =n for alle i ogj. Her blir det betraktet som et spesialtilfelle. Det kan godt mangle observasjoner i

en eller flere ruter slik at n; = 0 der.

Et eksempel pd modell (4.3) pa formen i (4.1) med a =3 (3 nivaer i rad-faktoren) og b =2 (2 nivéer i
kolonne-faktoren) blir:
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Det er ikke vanskelig & se at X ikke har full kolonne-rang her. Vi ser at summen av de 3 kolonnene
som tilsvarer o -faktoren gir den forste kolonnen som tilsvarer 4. Sénn er det ogsa for kolonnene

assosiert med £ og . Det er ogsd verdt & merke seg at rommet utspent av kolonnene assosiert med
y inneholder hele rommet som utspennes av kolonnene assosiert med « eller A, f.eks. sum av to

¥ kolonner gir en & kolonne (de to forste ¥ kolonnene gir den ferste & kolonnen) slik at alle
vektorer som kan uttrykkes ved « -faktoren kan ogsa uttrykkes ved y -faktoren.

4.1 Generelt

Som beskrevet i kapittel 2 (og i eksempel 2.1) har normalligningene né ikke noen unik lgsning
b=(X'X)"'X'y siden XX ikke har full rang og dermed ikke er invertibel. Normalligningene som na
har mange lesninger kan skrives

4.4) X'Xb’ =Xy

der b’ brukes som symbol pa en av mange mulige losninger til normalligningene, i motsetning til den

unike lgsningen b i tilfellet med full rang, som er et estimat for b. For & kunne finne en av de mange
lesningene innferer vi den generaliserte inversen G til X'X og skriver lgsningen som:

(4.5) b’ =GX'y

Siden det er mange lgsninger (b° som oppfyller (4.5)) betyr det at for hver losning er det en tilhorende
generalisert invers G. Vi kan alts tenke p&4 G som en invers, men mer generell. Den formelle
definisjonen av den generaliserte inversen er gitt ved (se [3], s 1):
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Definisjon 4.1: En generalisert invers til en matrise A er definert som hvilken som helst
matrise G som oppfyller AGA =A

Til enhver matrise er det uendelig mange generaliserte inverser som oppfyller ligningen i definisjonen.
Det er verdt & merke seg at A ikke trenger vere kvadratisk. Hvis dimensjonen til A er pxgq er

dimensjonen til G g X p .

Et viktig teorem gjer oss i stand til & uttrykke enhver lgsning pa formen i (4.5) (se [3], s 26):

Teorem 4.1: For alle mulige generaliserte inverser G til A, X = Gy genererer alle losninger
til de konsistente ligningene Ax=y.

Med A som XX, & som b’ ogy som X'yi ligning (4.4) har vi at for konsistente normalligninger vil
(4.5) for alle generaliserte inverser til X’X, generere alle losningene til (4.4).

b’ vil omtales som en losning (til normalligningene) og ikke en estimator. Den vil rikitgnok kunne
betraktes som en estimator for "noe", men ikke for b. Dette kan ses av forventningen til b" :

(4.6) E(b")=GX'E(y) = GX'Xb

Det betyr at b’ er en forventningsrett estimator for en linezr funksjon av b, men ikke b selv.
Variansen til b’ er gitt ved:

4.7) Var(b0 ) =var(GX'y) =GX'var(y)XG’ = GX'XG'o”’

—

Som i kapittel 3 er de estimerte forventede y-verdiene (predikerte y-verdiene) y = F (y) , 0g gitt ved:

—

(4.8) y=E(y)=Xb’=XGXYy

Denne formen er viktig fordi her ser man grunnformen av de estimerbare funksjonene. Det viser seg

nemlig at uansett hvilken losning (b° ) man setter inn i (4.8) fir man samme resultat, nettopp
egenskapen til de estimerbare funksjonene illustrert i eksempel 2.1.

Et teorem som oppsummerer de fire nyttigste egenskapene til den generaliserte inversen og der denne
invariansegenskapen er tydelig er flg.:

Teorem 4.2: Nér G er en generalisert invers til XX da gjelder:
(1) G’ er ogsa en generalisert invers til X'X
(i) XGX'X=X;m.a.0 GX er en generalisert invers til X
(iii) XGX er invariant til G
(iv) XGX’ er symmetrisk, uansett om G er, eller ikke
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Ved & bruke punkt (i) i teoremet pa de andre punktene fir man dette korollaret:

Korollar: (i) XGXX=X
(i) X'XGX' =X og XXG'X =X’
(iii) XG'X'=XGX’ og XG'X’ er symmetrisk

Punkt (iii) i teoremet sier nettopp at uansett hvilken G man bruker i (4.8), eller hvilken b’ man bruker
far man samme y . Det holder altsd med hvilken som helst lasning av normalligningene for a finne y .

Residualfeilkvadratsummen, SSE er helt tilsvarende tilfellet med full rang og uttrykt ved:

49) SSE =(y - Xb’ ) (y—Xb°)=y'(I- XGX')(I- XGX')y

=y (I-XGX')y=yy-b" X'y

siden (I -XGX’) er symmetrisk (punkt (iv)) og idempotent (punkt (ii)). Vi ser ogsé at siden XGX" er

invariant til G er ogsd SSE det, sa slik som ¥ blir ogsa SSE den samme for alle G (eller b”). Den siste
formen er akkurat som i regresjon (3.5).

Siden y ~ (Xb,IO'Z) gjelder som 1 kapittel 3 at forventningen til SSE er gitt ved Teorem 3.1 som:
E(SSE)=tr[1-XGX']I6” +b'X'[I - XGX']Xb

(4.10)
=r[I-XGX']o” =[N -r(X)]o’

Det kvadratiske leddet i b blir 0 pga. punkt (ii) i teoremet. Som i kapittel 3 kan vi bruke Lemma 3.1 til
a finne at r[I - XGX'] =N- r(XGX') . Sé& kan vi, ogsa tilsvarende som i kapittel 3 bruke Teorem 3.2

noen ganger for 4 vise at »(XGX') =r(X). Ved Teorem 3.2 vet vi direkte at (XGX') <r(X).
Dessuten kan vi ved Teorem 4.2, punkt (ii) omskrive X som X =XGX'X og da far vi ved Teorem 3.2
at r(X)=r(XGX'X)<r(XGX'). Altsd har vi vist at »(XGX")=r(X) og forventningen til SSE er

som i (4.10). Dermed har vi ogsa funnet et forventningrett estimat for o> som viser seg 4 vare som i
regresjonstilfellet:

SSE

A2
(4.11) é "X

bare at her vet vi ikke rangen til X (ikke lik antall kolonner), s nevneren kan ikke forenkles
ytterligere. Rangen til X er avhengig av dataene og modellen.
Helt tilsvarende regresjonsmodellen deler vi, for & isolere de forskjellige kildene til variasjonen i

dataene, opp kvadratsummen av observasjonene. De forskjellige bidragene kan da tabuleres i en
ANOVA tabell (variansanalyse-tabell):

4.12) SSR = SST — SSE =b” X'y
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er som tidligere den delen av den totale kvadratsummen (SS7) som modellen bidrar med (regresjons-
kvadratsummen) og SSE er som i (4.9). Som i kapittel 3 er

(4.13) SSM =Ny’

bidraget til kvadratsummen ved 4 tilpasse en konstant (globalt gjennomsnitt) til dataene, og
(4.14) SSR, = SSR—SSM =SSR— N y*

er regresjons-kvadratsummen korrigert for gjennomsnittet.

4.2 Fordelingsegenskaper

Som i kapittel 3 gjor vi antagelse om normalfordelt stay,

(4.15) e~ N(0,0°1)

y er fordelt som for:

(4.16) Yy~ N(Xb,o°T)

Fordelingen til b’ blir litt annerledes enn fordelingen til b , men den er fremdeles en normalfordeling
siden b er en lineaerkombinasjon av y som er normalfordelt. Vi har:

(4.17) b’ =GX'y ~ N(GX'Xb,GX'’XG'c” )

fra (4.6) og (4.7). Til forskjell fra regresjonstilfellet er nd variansmatrisen til b° singuler, det ser vi
siden dimensjonen er p, og rangen mé ved Teorem 3.2 vare mindre enn p, r(GX'XG')<r(X'X)< p.

Som i kapittel 3 har vi at:
(4.18) b’ og 67 er uavhengige

Ved 4 bruke Teorem 3.3 med b’ =GX'y, SSE=y’(I-XGX')y fra (4.9) som den kvadratiske
formen i y og kovariansmatrisen til y, fis GXTo” (I1- XGX') =G (X' - X'XGX')o” =0 fra punkt (ii)
i korollaret til Teorem 4.2. Da er b® og SSE uavhengige, og dermed ogsé b’ og 67.

Fordelingen til SSE /o er den samme y* fordelingen som i kapittel 3. Ved & bruke formen
SS%_z =y (I-XGX')y/o” serviat (I-XGX')/o’ (IO'2 ) =(I-XGX’) som er idempotent gir

fordelingen til SSE/o” fra Teorem 3.4:

r

(4.19) S~ [#(1-XGX'),b'X’(I- XGX)Xb/ 267 |= 1}
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der somi (4.10) 7(I-XGX')=N —r(X)=N —r og ikke-sentralitetsparameteren blir 0 fra punkt (ii) i
korollaret til Teorem 4.2, sa fordelingen er sentral.

Nér det gjelder SSR er viser denne seg ogsa a vaere fordelt som i kapittel 3. Vi skriver den pé formen
fra (4.12), innsatt for b°, SS%_ ,=y'XGXy/0o?, der XGX'/ o (10'2) er idempotent. Kravet i

Teorem 3.3 er oppfylt siden (XGX'/ o’ )(10'2 )(I - XGX')/ o =0 som viser uavhengighet mellom
SSE/o* og SSE . Fordelingen er ved Teorem 3.4:

(4.20) SS% »~ 2| r(XGX'), b’ X'’XGX'Xb/20” | = 7 r.b’X'Xb /20" |

der r(XGX')=r(X)=r fra(4.10) og forenklingen i ikke-sentralitetsparameteren ses fra punkt (i) i
Teorem 4.2.

Helt tilsvarende er det med SSM. Vi bruker formen SSA%_ ,=y'N'"11'y/0?, der vi vetat N"'11" er

idempotent, og dermed ogsé (N M11'/0? )(10'2) . ML.h.t. uavhengighet av SSE, mé vi fra Teorem 3.5
ha at (N’l 11'/0° )(10'2 )(I —XGX')=N""(11"-11'XGX’) blir 0. Alle modellene vi er interessert i

her inneholder et globalt gjennomsnitt (£ ). Da er alltid ferste kolonne i X en kolonne med 1-ere. X
har dimensjon N X p og kan skrives som:

X=(1 X, - xp)ogderrnedX':

’

Xp

S& bruker vi punkt (ii) i korollaret til Teorem 4.2 som sier at X’XGX' = X". Som i kapittel 3 betrakter
vi venstresiden av dette som et matriseprodukt av X" og XGX’ og skriver dette p& formen

1 1 'XGX’
XZ, ’ ’ ’ X2, ’ XZ,XGX/
D =X =X'XGX = : XGX' = .
X pl X pl X p,XGX'

Fyller inn for kolonnene i X bare der det trengs for illustrasjonens skyld. Vi ser at gverste rad i denne
ligningen gir oss at 1"=1"XGX’ gjer at kravet i Teorem 3.5 er oppfylt. Da gir Teorem 3.4 fordelingen

til SSM/G )
421 SSA% s~ [ r(N ) XN XD 20° | = ;{2'[1,(1’300)2 /2N0'2J

akkurat som i tilfellet med full rang.
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Til slutt ser vi pd fordelingen til SSR,, som ogsa kan skrives som en kvadratisk form i y med
utgangspunkt i (4.14): SSR,, = SSR— SSM = y'(XGX' -N _111')y . XGX'—N'11’ er idempotent og

gir 0 bade nar ganget med N'11" (ved samme resonnement som for SSM) og med (I - XGX') . Som
ovenfor gir da Teorem 3.4 og 3.5 at SSR,, er uavhengig av bdde SSM og SSE, og har flg. fordeling:

. SSR% 2~ 27| 7(XGX = N7IT),b'X(XGX — N7'11') Xb /207 |
= 2" [r=LbX/ (1= N"11) Xb /207 |

Forenklingen i ikke-sentralitetsparameteren er som i Teorem 4.2. Rangen til XGX'— N~'11" ma
forklares litt. Siden denne matrisen er idempotent, vet vi ([4], side 320) at rangen er lik tracen
(summen av diagonalelementene), og vi vet at trace til en matrise er en line@r operator slik at trace til
en sum (differanse) av matriser er summen (differansen) av trace til hver av matrisene. Dette er lett &
se med 2x2 matrisene A og B:

r(A+B)=(a,, +b)+(ay +by)=(ay, +ay )+ (b, +by,)=tr(A)+ur(B)

Da far vi her: #(XGX'=N~'11')=tr(XGX' = N"'11') =t (XGX') —tr(N"'11’) , men & (N7'11') =1
og vi vet fra for at XGX’ ogsé er idempotent og dermed har trace lik rang, som er
r(XGX')=r(X)=r, slik at vi far at r(XGX'— N~ 11') =r—1, som er frihetsgradene i (4.22). Dette
stemmer ogsd med det vi vet om frihetsgrader at man mister en for hver parameter man estimerer 1

uttrykket, og fra (4.14) har vi at SSR,,
et estimat for 4, altsd mister vi en frihetsgrad i forhold til SSR, som vi har sett fra (4.20) har »

er som SSR hvis man trekker fra N 32, der 7 er & betrakte som

frihetsgrader.

Som i kapittel 3 (3.18) kan vi na uttrykke relevante ikke-sentrale F-observatorer, ved & bruke (4.20),
(4.21) og (4.22) som tellere og (4.19) som nevner. Da far vi flg. fordelinger:

SSR
F(R) =—4~F'[r,N—r,b’X’Xb/2az]
SSE,
(N-1)
SSW , ) 5
(4.23) F(M)=—2—~F'|1,N-r,(I'Xb)’/2No
SSE(Nﬂ')
SSRV
F(R)=—2"D_F'lr—1,N—r,b’X'(I-N"11')Xb/ 20"
mn SSE

(N=r)

og under visse null-hypoteser er disse fordelingene sentrale F-fordelinger som gir oss muligheter for &
teste disse hypotesene.

Testobservatorene i (4.23) kan betraktes pd flere mater. De er opphav til flere hypoteser som alle er
riktige og som gir mer informasjon enn bare & betrakte de pa en méte. De enkleste hypotesene
fremkommer som noen av de situasjonene som gjor fordelingene i (4.23) sentrale. F.eks. vil null-

hypotesen H: Xb =0 gjore fordelingen til F'(R) til en sentral F, ,_, fordeling som dermed er egnet

for & teste /. Det denne hypotesen tester er altsd om modellen E(y) = Xb "gjor rede for" en signifikant
del av variasjonen i y. Her er det verdt & merke segat H: b =0 ikke lar seg teste, selv om denne
hypotesen ogsa gir F'(R) en sentral F-fordeling. Dette er fordi b ikke er en estimerbar funksjon (s&
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lenge den har mer enn ett element, se neste avsnitt). Hvis test-observatoren forkaster & komme fra en
sentral F-fordeling forkastes H : Xb =0 der b ikke kan skilles ut.

En hypotese knyttet til F'(M)som gjer ikke-sentralitetsparameteren til F (M) 0 i (4.23) kan skrives

H: E(y)=0.Dette ser vi ved 4 skrive ikke-sentralitetsparameteren som N [E ()7)}2 /207, sa denne
er 0 under hypotesen som da gir /(M) en sentral F ,_, fordeling. En annen hypotese som F(M)

testerer H: 4 =0,under modellen £ ( Yy ) = u (som i tilfellet med full rang). Det var sann vi

utledet SSM i kapittel 3, og denne hypotesen tester altsdé om hvorvidt det & tilpasse en modell med kun
en konstant (som da estimeres med gjennomsnittet) bidrar med en "signifikant" forklaring av
variasjonen iy. lkke-sentralitetsparameteren i /(M) blir 0 siden X na er en kolonne-vektor og b har
bare ett element og er derfor estimerbar.

F(R,) tester hypotesen H: Xb=0 som F(R), men hvor b nd er en vektor uten x (det globale
gjennomsnittet). Som F(R) tester den om modellen E(y) = Xb gjor rede for en stor del av variasjonen

1y, utover modellen £ (y) = . Det betyr at nir F(R ) er signifikant er minst en av elementene i b

m

(som er uten ) signifikant forskjellig fra 0 (eller en lineaerkombinasjon av dem). Videre hvis (M)
forst har vist seg signifikant betyr det at modellen med faktorer er signifikant bedre enn modellen

E(y)=u.

4.3 Estimerbare funksjoner

Vi begynner med definisjonen pé estimerbare funksjoner, hentet fra ([3], side 180):

Definisjon 4.2: En linear funksjon av parametrene i modell (4.1) er estimerbar dersom den er
identisk lik en lineaer funksjon av forventningen til vektoren av observasjoner,
y, altsd at q’b er estimerbar (for q"en gitt radvektor) hvis det finnes en vektor

t’ slik at q'b =t'E(y)

Her er det viktig 4 merke seg at vektoren t” pa ingen méte trenger & vere unik, det klarer seg at den
eksisterer for at q’b skal veere estimerbar.

Utfra denne definisjonen kan det utledes 5 viktige egenskaper ved de estimerbare funksjonene:

(i): Forventningen til enhver observasjon er estimerbar.
(i): Linearkombinasjoner av estimerbare funksjoner er estimerbare

(4.24) (iii): At q'b er estimerbar (dette er uavh. av b) er ekvivalent med at q"=t'X for ent’
(iv): Nar q'b er estimerbar, er q’b”invariant til b® (uavhengigav b°)

(v): q'b® er BLUE ("best linear unbiased estimator") til q’b

Disse egenskapene er beskrevet i detalj 1 ([3], side 181), og er stort sett intuitive. Punkt (i) er rett fra
definisjonen av estimerbarhet, at q’b = t’E(y) for en vektor t’. Hvis t” er en vektor med en 1-er og
resten O-er er t'E(y) et element av E(y) og en linezr funksjon av parametrene etter definisjonen av
modellen og dermed estimerbar. Punkt (i7) felger direkte ved & se f.eks. pd summen av to estimerbare
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funksjoner og se at den kan skrives pa formen t’E(y) . Punkt (iii) kommer av at estimerbarhet kan
skrives som q’'b =t’E(y) =t’Xb og siden begrepet estimerbarhet ikke har med verdien av b & gjere ma
dette gjelde for alle b. Da folger punkt (iii) direkte. t’X kan betraktes som linezerkombinasjoner av
radene i X. Punkt (iv) har med Teorem (4.1) & gjore; nir q’b er estimerbar gir punkt (iii) at

q'b’ =t'’Xb° =t’XGX'y og denne siste formen er ved Teorem (4.2) invariant til G. Dermed er q’b’
ogsé invariant til G og ved Teorem (4.1) vet vi at alle mulige forskjellige G genererer alle de
forskjellige losningene b° til normalligningene (4.4). Altsa er q’b° ogsé invariant til b . Lineariteten i

punkt (v) er linearitet i observasjonene og ses fra formen q’b° = q'GX’y . Forventningsrettheten ses
ogsé direkte ved Teorem 4.2 og (4.24) punkt (i)

(4.25) E(q'b")=q'E(b") = q'GX'Xb = ' XGX'Xb = t'’Xb =qb

Nér det gjelder "best-heten" er det mhp varians, at dette er den estimatoren som blant alle linesre og
forventningsrette estimatorer har minst varians. Denne variansen er gitt ved:

(4.26) Var(q'bo) =q'GX'XG'qo’ =q'GX'XG'X'to? =q'GX'tc’ =q'Gqo’

der Var(bo) er hentet fra (4.7) og ellers (4.24) punkt (iii) er brukt. At denne variansen er minst av

alle variansene til de forventningsrette linesre estimatorene er lett & vise, men vi tar det ikke med her
(se [3], side 182). (4.26) viser at selv om ikke Var<b°) i (4.7) er en direkte analog til tilfellet med ful

rang fra kapittel 3 som er (X'X)_1 o’ , blir Var(q'bo) seende ut som om Var(bo) hadde vertGo~,

som hadde vert en analog. Det viktige med (4.26) er at denne er minst (blant alternativene) og at den, i
likhet med q'b’ selv, er invariant til G for estimerbare funksjoner (nar funksjonen er invariant ma

variansen ogsa vaere det). Hvis q’b er en estimerbar funksjon er q’b’ BLUE og med varians q'Gqo™

og bade estimatet og variansen er lik for alle G (og alle losningene b° til normalligninene).

Tre viktige spesialtilfeller av estimerbare funksjoner nevnes spesielt.

Fra definisjonen vet vi at lineerkombinasjoner av Xb er estimerbare, f.eks. m’Xb for en vilkarlig
vektor m. Videre er ogsé linezerkombinasjoner av X'Xb , f.eks. s"X'Xb siden dette ogs er en
linezerkombinasjon av Xb (med m’=s’X"). Tilsvarende er ogsi linezrkombinasjoner av

E (bo ) = GX'Xb ogsé estimerbare, gitt ved f.eks. w'E (b0 ) =w'GX’Xb siden dette ogsé er en

linezerkombinasjon av Xb (med m’=w'GX").

Oppsummert og med estimatene (BLUE) gir dette:

1. m’Xb er estimerbar med estimat m'Xb" = m’XGX'y
(4.27) 2. §X’Xb er estimerbar med estimat s’X’Xb’ =s'X’y (Teorem 4.2)
3. w'GX'Xb er estimerbar med estimat w'GX'Xb’ = w'GX'’XGX'y =w'GXy =w’b’

I punkt 2 ser vi at en linear funksjon av venstresiden i normalligningene er estimerbar med den
samme funksjonen av hgyresiden i normalligningene. Den viktigste forskjellen mellom punktene i
(4.27) er at dimensjonen pa vektorene av vilkarlige elementer er forskjellig, og enkelheten i estimatene
er forskjellig. Siden X har dimensjon N X p har m’N elementer, mens s” og w’ begge har p elementer
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(som er mindre enn N ) og derfor er enklere i formen. Punkt 3 har det enkleste estimatet siden

elementene i den vilkérlige vektoren w’ inngér direkte med elementene i b° . 1 tillegg har den
estimerbare funksjonen i punkt 3 oftest noen rader som er bare 0-er, slik at antall elementer i den

estimerbare funksjonen som er forskjellig fra 0 er » = r(X) som er mindre enn p. Da har b ogsa

tilsvarende antall elementer som er 0 slik at antall vilkarlige elementer i punkt 3 ofte er », og dermed
den enkleste formen av de estimerbare funksjonene.

Det er uansett bare » = r(X) linezrt uavhengige estimerbare funksjoner. For 4 se dette tas
utgangspunkt i den estimerbare funksjonen q’b der q"=t'X, for vilkarlig t’. Med en matrise av full
rang Ty, vil Q'=T'X gi N estimerbare funksjoner ved radene i Q'b. Men r(Q’)=r(X) siden T’
har full rang, og derfor er det bare 7 lineert uavhengige rader i Q" og dermed r linezrt uavhengige
elementer i Q’b . Alle andre estimerbare funksjoner kan altsd genereres av disse.

For & sjekke om en funksjon er estimerbar vet vi at det er tilstrekkelig 4 finne en t” slik at tX=q’,

men dette er ikke nedvendigvis det enkleste (f.eks. nér X har stor dimensjon). Et enklere kriterium er
gitt ved:

(4.28) q’b er estimerbar hvis og bare hvis ¢'GX'X=q’

Dette ses ved at ndr q’b er estimerbar s finnes en t” slik at q"=t'X, og da blir
q'GX'X=t'XGX'X=t'X=q" altsa er det riktig ene veien. Andre veien er & anta ¢'GX'X=q" som
nettopp er formen q"=t'X med t’=q'GX’ som betyr estimerbarhet for q’b . Hvis kravet i (4.28) er
oppfylt vet vi at q'b er estimerbar altsa at q'b = q'GX'Xb er estimerbar og fra punkt 3 i (4.27) er

estimatet q'b°.

En siste viktig bemerkning angéende estimerbarhet er at b selv ikke er estimerbar. Hvis man ser pa ett
enkelt element i b (q" bestdende av en 1-er og resten 0-er) er dette ikke estimerbart fordi det ikke

finnes en t” slik at t'X = q" (man far 1-ere pa flere plasser). Nér ingen av enkelt-elementene er

estimerbare er heller ikke vektoren som helhet det. Man kan ogsa se dette fra kriteriet (4.28). Med en
q’ som nevnt (bare en 1-er og resten 0-er) ma GX'X =1 for at kriteriet skal veere oppfylt. Men dette

er ikke tilfellet i var modell siden dette gjor G til en venstre-invers til X'X, og vi vet at X'X ikke har
venstre invers nar den ikke har full kolonne-rang (se [4], 199).

4.4 Den generelle linezere hypotesen

Som i kapittel 3 er vi interessert i den generelle linesre hypotesen som kan skrives som:
(4.29) H: Kb=m

der K’ har dimensjon sx p mens b og m er som vanlig px1 vektorer. Forst md man beskrive hvilke
hypoteser som kan testes, det er nemlig ikke alle som lar seg teste, selv om de passer i (4.29). De som
kan testes, kaller vi testbare hypoteser. Det viser seg at en hypotese er testbar bare hvis K'b er

estimerbar, for da er K’b® som estimat invariant til b’ . En intuitiv forklaring pa dette er at en analog
til test-observatoren i full-rang tilfellet ville inneholdt K’b® —m som da nedvendigvis ma vare

invariant til b”, som oppnas kun nar K’b er estimerbar. Denne nedvendigheten kan vises formelt (se
[3], side 193).
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En testbar hypotese er altsd en der K'b = {ki'b} for i=1,---,s erslik at kb er estimerbar for alle i.

Dama k, =t.X for gitt t, og dermed kan vi skrive K’=T’X for en matrise T/, , . Videre betraktes,

som i kapittel 3, kun konsistente og linesrt uavhengige hypoteser (alle andre kan genereres av de) slik
at vi krever at K’ har full rad-rang s.

Med Kb estimerbar og K’b® som estimat (BLUE) fas flg. forventning og varians:

E(K’b") =Kb
(4.30)
Var(K'bO ) =K'GX'XG'Ko? =K'GX'XG'XTo? =K'GKo?

der vi har brukt (4.7) og K'=T’X. For 4 bruke dette videre méa vi forst vise at K'GK er ikke-
singuleer. Siden K'b skal vere estimerbar og K’ ha full rad-rang vet vi at matrisen T, i K'=T'X
ma ha full rad-rang ettersom hvis den har mindre rang enn s, ma produktet ogsa ha det (Teorem 3.2),
mens med storre rang enn s, mé den ha flere rader og da far K" ogsé det, og noen rader som er linezrt
avhengige. Det er imidlertid ikke nok at T, har full rad-rang, siden fra Teorem 3.2 produktet av 2

matriser godt kan ha mindre rang enn hver av dem. Men eksistensen av en T, ,, som ganget med X gir

en K, , med full rad-rang er lett & vise. Man konstruerer en T,'v*X » med full rang som ganget med X

¥
Nxp

gir en K, . Siden rangen til X er » som for gvrig fra diskusjonen etter (4.27) ogsé er maksimalt

Vil

Nxp
ikke rangen ved multiplikasjon med ikke-singular matrise). Siden antall enskede hypoteser ikke

antall linezert uavhengige estimerbare funksjoner vil rangen til Ky, vere r (fra lemma 3.5 forandres

nodvendigvis er det maksimale antallet, s <7, kan vi alltid plukke ut s av radene i K’ , 0g bruke den

tilherende T/, som genererer disse radene. A plukke ut en rad fra en matrise kan gjeres ved & gange

med en radvektor fra venstre som bestér av bare 0-er bortsett fra en 1-er pa den plassen som tilsvarer
den enskede raden. Hvis flere slike rader plasseres oppa hverandre til en matrise med 1-erne i
forskjellige kolonner (man er interessert i forskjellige rader) har denne matrisen full rad-rang. Hvis vi
kaller denne rad-utplukkeren for R kan var enskede T, finnes fra:

Ve
Nxp

K;Xp =R, K, =Ry Ty X

hvor var T, altsier T, , =R, ,Th,y og der 1-erne i R er slik plassert at de plukker ut s linezert
uavhengige rader. Helt tilsvarende mé det finnes en S{_, slik at multiplisert med XX gir en

K/, , med full rad-rang. Forst legger vi merke til at S’X’Xb genererer estimerbare funksjoner etter
definisjonen siden hver rad i resultatet er en linezr funksjon av Xb . Grunnen til & innfore denne er
som i (4.27) at den har ferre vilkarlige elementer enn T, . Rangen til X'X er lik rangen til X (som i
kapittel 3), som lett kan ses fra Teorem 4.2. Formen X =XGX'X og Teorem 3.2 gir bade at
r(X)<r(XX) og r(X'X) <r(X) som altsa viser at r(X)=r(XX). At S, , m ha full rad-rang for

at K, , =S/, XX skal ha full rad-rang ses direkte (som i ste), men alle S’ , med full rad-rang

SXp
oppfyller ikke dette. For & vise at det mé eksistere enS’,, , som gjor det, innforer vi S::X , med full rang
(som alltid eksisterer). Da vil K, , med full rad-rang veere gitt ved:
K,,=R K, =R S XX

SXp sXp™ pXp
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der R, er den som plukker ut s linezrt uavhengige rader i K::X » 08 S, »=R S”  er den vi ville

» sxp™ pxp

vise eksistensen til. Rangen til S}, X’ m4 fra Teorem 3.2 vere (S'X") 2 7(K’) =+, mens den pga.

sin dimensjon som er sx N md vare r(S'X’)<s altsd har vi at r(S'X’) = . Da folger direkte at
431 K'GK = S’X'’XGX'XS = S'X'XS

siden G er den generaliserte inversen til X’X. Nar §’X” har full rad-rang gir Lemma 3.3 at S'X'XS er
positivt definit og derfor ikke-singuler, altsd har vi vist at K'GK er ikke-singular og dermed vil

alltid (K'GK)_1 eksistere.

Na kan en test-observator utledes for testbare hypoteser, som i kapittel 3 og avsnitt 4.2 om
fordelingsegenskaper. Fordelingen til den bygger som vanlig pa antagelsen om normalfordelt stoy som

i (4.15). Dette gir normalfordelt y, som i (4.16) og dermed normalfordelt b’ som i (4.17). Dermed vil

en linezer funksjon av b” ogsa veaere normalfordelt og en test-observator for hypotesen i (4.29)
tilsvarende den i kapittel 3 (3.20) vil ha fordelingen:

(4.32) Kb’ —m ~ N(K'b-m,K'GKo”)

med bruk av (4.30). Ved 4 lage en kvadratisk form i K’b® —m , tilsvarende i kapittel 3, har denne fra
Teorem (3.4) en y° fordeling. Den kvadratiske formen kaller vi O, og er gitt ved:

(4.33) 0=(Kb° —m)/ (K'GK) " (Kb’ -m)
som da har flg. fordeling:
(4.34) Q/02 ~x [s,(K'b ~m) (K'GK)™ (K'b—m)/ 202}

For & se uavhengigheten med SSE, ma Q og SSE omskrives til samme form. Det gjores ved a bruke at

m=KK(KK) m=TXK(KK) m=TXGXXK(K'K)" m=KGXXK(KK) " m, siden vi vet

at (K'K)_l eksisterer fordi K’ har full rad-rang (Lemma 3.3). Da kan Q i (4.33) skrives som:
0=[y-XK(KK)" m] XG'K(K'GK) " K'GX/| y - XK(KK) ' m]

Fordelen med denne formen er at ogsa SSE kan skrives som en kvadratisk form 1

(y - XK(K'K)_l m) , med utgangspunkt i (4.9), nemlig som:

4

SSE=| y=XK(K'K)'m | (1-XGX')| y - XK (K'K) 'm]

pga. at X'(I - XGX') =0. Dette gjor ogsd at kravet i Teorem 3.5 er oppfylt at produktet av matrisene i
de to kvadratiske formene Q og SSE blir null (siden (y - XK(K'K)_l m) har samme variansmatrise

som y) og dermed er O og SSE uavhengige. Fra (4.19) har vi fordelingen til SSE , og dermed kan vi na
uttrykke fordelingen til testobservatoren for den generelle hypotesen (4.29):
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(4.35) F(H) :ﬁg\j—ﬂ - F’[S,N—F,(K’b —m)' (K/(}K)*‘ (K'b —m)/20-2}

og under hypotesen blir denne en sentral F-fordeling:
(4.36) F(H)=(Kb" —m)' (K'GK) ™" (Kb’ -m)/s6” ~F,

siden ikke-sentralitetsparameteren i (4.35) blir 0. Hvis test-observatoren forkaster & komme fra en
sentral F-fordeling forkastes (4.29) (tilsvarende diskusjonen under (3.24)). Som i kapittel 3 er dette
resultatet sveert generelt og hypoteser som er mer knyttet til parametrene er mulig 4 teste, i motsetning
til de som baseres pé fordelingene i (4.23) som er mer knyttet til modellen. Testbarhet av hypotesene
er knyttet til estimerbarhet og er den eneste begrensningen pa hvilke hypoteser som lar seg teste.
Generaliteten er slik at alle resultatene i kapittel 3 (full rang) er spesialtilfeller av resultatene her (uten
full rang), og lar seg utlede fra disse.

5. Sammenligning av forskjellige modeller

For & kunne sammenligne "godheten" til forskjellige modeller for et bestemt datasett er det nadvendig
med en notasjon for & kunne skille de forskjellige modellene fra hverandre. Bade i kapittel 3 og 4 sa vi
at en dekomponering av kvadratsummen av observasjonene var hensiktsmessig etter ligningen:

SSE = SST — SSR, der SSR beskriver hvor mye den totale kvadratsummen (SS7) reduseres med nar
man tilpasser en bestemt modell. Siden SSE er proporsjonal med estimatet for variansen til y, vil SSR
forklare hvor mye av variasjonen i y den aktuelle modellen gjor rede for. For at det skal fremgé av

notasjonen hvilken modell som tilpasses benyttes R( ) i stedet for SSR med de tilpassede faktorene i
parantesen og der R stér for reduksjon (etter notasjon i [3]).

Etter & ha beskrevet estimerbarhet, er det lett & se at dette kommer til nytte i testing av hypoteser. Vi
skal se at de samme testobservatorene som f.eks. i (4.23) ble brukt til generelle hypoteser som testet
om forskjellige modeller forklarte en signifikant andel av variasjonen i y osv. ogsa har sin tolkning
som konkrete hypoteser om parametrene i modellene (med begrensningene som kommer fra
estimerbarhet). Testobservatoren under den generelle lineare hypotesen (om parametrene) er gitt i
(4.29) med fordelingen i (4.35). Vi skal se at denne testobservatoren reduseres til de i (4.23) i bestemte

tilfeller og at telleren i F-observatoren er et passende R( ) -ledd.

5.1 Tilpasning av en konstant

Som vi har sett for (3.10) vil tilpassning av modellen y, = i+ &; (bare en konstant) gi
(5.1 R(u)=SSR=SSM =N3> =ny"

Fra diskusjonen under (4.23) husker vi at F (M )=SSM/SSE(, . tester hypotesen H : E(y)=0, eller

H :u=0. Her ser vi at telleren i denne testobservatoren nettopp er R(u), det betyr at R(u) har en

dobbelt betydning, den kan tolkes som telleren i testobservatoren som tester hypotesene nevnt over, og
den er kvadratsumreduksjonen til den enkle modellen med kun en konstant. X er i dette tilfellet en
kolonne med 1-ere, sd XX =N (full rang) s& u er estimerbarmed 2=7 .
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5.2 1-veis klassifisering
Hvis man tilpasser modellen y; = £+ ¢, +¢&; som kalles 1-veis klassifisering, blir notasjonen for

kvadratsumreduksjonen R ( ,u,a) som markerer at parametrene i modellen er et globalt gjennomsnitt
U og de forksjellige parametrene knyttet til en faktor « . I eksempel 2.1 sa vi pa denne modellen.
Normalligningene i (2.8) var et eksempel pa den mer generelle:

non on n, \| 4 y
n n 0 0 0{10 »

(5.2) XXb={n, 0 n, - 0| |=|y =Xy
n, 0 0 n, )\ o Vs

En lett mate 4 lose denne pa er a sette #° = 0. Nar man stryker 1° fra ligningssystemet (og dermed
forste rad og kolonne i X'X) er de gjenvaerende ligningene lett & lose. Generelt er dette ofte en enkel
mate 4 finne en G pa; forst settes p —r elementeri b lik 0, som gjor de resterende ligningene lette &

lose fra et ligningssystem med full rang og invertering av en ikke-singulaer matrise. S finner man en
av de mange mulige G matrisene ved & utvide denne med O-er pa riktige plasser og slik at man far rett
dimensjon. Her fér vi

P 0 0 0 0 0
0{10 ¥y, 0 1n] o --- 0
(5.3) b= |=| 7., G=0 0 )
21 7. 00 0 - ¥
Da blir R(,0r) ogsa lett & finne som:
_ _ 0/ ’ _ a __ _ a —2 _ a ,Z
(54) R(u,0)=SSR=b"Xy=>" 5,3, =2 nyl=p. Y/

ev. uttrykt ved en S -faktor med b nivaer ved indeks j=1,---,b som:

(5.5) R(u, B)= Z; Viyvi= Zizl n,y, =Z; y%

I en 1-veis klassifisering med en o -faktor vil verken x, eller ¢; vere estimerbare. Dette er lett 4 se
fra definisjonen (Definisjon 4.2), som sier at lineeerkombinasjoner av forventningen til observasjonene
(4 +a;) er estimerbare (estimeres ved ” + 0(1.0 =y, fra(5.3)). Dvs. athvis u, eller ¢; skulle veert

estimerbare métte en lineeerkombinasjon av 4 +¢; vaere lik ¢ (q'b=u=tE(y)), eller ¢; , noe som

er umulig. Fra (5.2) ser vi at rangen til X’X (og til X) er a, (f.eks. er den gverste raden lik summen av
de nedenfor), og da vet vi at det finnes maksimalt a linezert uavhengige estimerbare funksjoner, at alle

andre genereres av disse. Det betyr at alle estimerbare funksjoner kan genereres av Zcf_l A ( U+ )

for gitte koeffisienter A4,,---4,. Av dette ser vi at med Zlﬂl =0 (s.a. Zl_/li,u =0)er zl/ll o,
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estimerbar. Et eksempel er differanser mellomto o -er, o, —¢,,i#k,der 4, =1 og 4, =—1, og
resten av koeffisientene er 0.

De mest interessante hypotesene om parametrene i denne modellen skal vi se kan testes ved test-
observatorene i (4.23) akkurat som i den den enklere modellen med bare et gjennomsnitt. En test

basert pd F(M) er fremdeles H: E(y)=0,mennder E(y)=pu/N+ Zinlal. /N s& hypotesen lar
seg ogsa skrive som H : Nu+ Zl_nlai =0. At dette er en testbar hypotese ser vi av at uttrykket er en
estimerbar funksjon (siden summen av koeffisientene foran ¢, -ene er lik koeffisienten foran u, se det
generelle uttrykket). Da lar denne hypotesen seg formulere som den generelle i (4.29) ved 4 sette:
K'=(N n, - n,)ogm=0.For 4 finne O fra (4.36) brukes fra (5.3): K'b’ = Zini)_/i, =Ny og
K'GK = z,-”i =N som gir: 0=b"K(K'GK)" Kb’ =N3’=SSM . Dessuten er s =1, si den
generelle testobservatoren fra (4.35) reduseres til SSM / (SS%,_,) som nettopp er F(M) fra (4.23).
Dette er altsd en bekreftelse pa at F(M) tester hypotesen H : Nu + Zl_nlai =0. I tillegg tester den

fremdeles H : =0 ndr man ser bort fra ¢, -ene.

En test basert pA F(R,,) lar seg utlede p4 samme mate. Vi skal se at dette er hypotesen om at alle ¢ -
ene er like, altsd: H : o, =, =---= ¢, . Ved forst 4 beskrive hypotesen som
H:oq-o,=0—ay=--=0; -, =0 girdetteen K'=(0 1,, -I,_,).Dalardetseg vise pd
tilsvarende méte som ovenfor med G fra (5.3) at den generelle Q fra (4.35) reduseres

til: 0= Zi ny. —Ny> =SSR—SSM =SSR, med SSM fra ovenfor, SSR fra (5.4) og SSR,, fra (4.14).

Siden vi ser fra (5.2) at rangen til X er a, far vi at testobservatoren i (4.35) reduseres til SSR'"/,I /SSEA,
som nettopp er testobservatoren F (R, )i(4.23). Vi har altsd sett at F(R,,) tester om ¢, -ene er like.

Likevel gjelder fremdeles at den tester hvorvidt modellen som omfatter en o -effekt utover bare et
globalt gjennomsnitt x# forklarer en signifikant andel av variasjonen iy, slik vi sd i (4.23).

Heretter skal vi omtale SSR,, i denne modellen som R (0{| ,u) , som altsé beskriver forskjellen i
kvadratsumreduksjon mellom en modell med bédde u og « -effekt (R(u,c)) og en modell med

bare ¢ (R(x)) (hvor mye mer kvadratsummen reduseres ved 4 ta med en faktor). Denne er gitt ved:
(5:6) R(e]p)=R(u.0)=R(1)=5SR, =D ny; =n3' =3 m (7 ~7)
i=1 i=1
(der siste omformingen ses ved direkte utregning av heyresiden), eventuelt med en /3 -faktor:
b , , 5
(5.7) R(Blu)=R(u.B)~R(u)=5SR, =3 n, 75 =n3 =3 n(7,-7.)
Jj=1 Jj=1

Som ved den enkle modellen i avsnitt 5.1, har ogsé R ((x| y7i ) en dobbelt betydning. Det er telleren i

testobservatoren F (R, ) som tester om ¢, -ene er like, og det er okningen i kvadratsumreduksjonen

som skyldes en tilpasning av bade 4 og o fremfor bare 4 .
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5.3 2-veis kryssklassifisering, uten interaksjon

Hvis man utvider modellen ovenfor til & ha med 2 faktorer, bdde & og S til y; =u+o; + S, +¢&,

har vi en 2-veis kryssklassifisering uten interaksjonsledd. For enkelhets skyld skal vi kun la det vaere
1, eller ingen observasjon for hver kombinasjon av i ogj slik at indeksen & kan slgyfes og modellen

skrives som y, = i +a; + ; + &, uten at dette har noe 4 si for resultatene. n, er dermed enten 1 eller

0. Denne modellen er den som har mest komplisert lasning av normalligningene og skal vi se har
konsekvenser for andre resultater s derfor tas denne lgsningen med. Modellen ser ut somi (4.3) ved &
droppe ¥ -leddene og tilherende kolonner i X matrisen. Normalligningene vil ha flg. utseende:

n.onm n, 1, ny | y

0 .

nooon 0{10 "

{”zf} : :

(5.8) XXb=|n, 0 . a |=| v, |=Xy

n, n, 01 g Ya

. {”ﬁ} ' ' :

n, 0 n, ﬁf Vb

En méte & finne en losning pa er tilsvarende som for modellen i forrige avsnitt. Etter litt stirring pa
X’X kan man se at hvis dimensjonen er a + b +1 er rangen to mindre (man kan finne de to
avhengighetene ved & summere « -radene og fa x -raden og det samme ved summen av /3 -radene).

Ved oppskriften fra forrige avsnitt settes to elementer i b° til 0 og de tilherende radene fjernes, for &
fa en matrise med full rang som kan inverteres. Hvis det er faerre S -nivaer enn ¢ -nivaer fjernes

raden som tilsvarer 3, (og ) =0) og raden som tilsvarer u# (og " =0). Daer o -ligningene
uttrykt ved [ -ene og lesningen uttrykkes ved 3 -ene som:

CB,_, =r med losning B, , =C'r

der b —1er dimensjonen pa den ukjente /3 -vektoren, C en matrise med elementer {c. } ogreren

J'

vektor med elementer {rj} der j,j'=1,---,b—1 og elementene er gitt ved:

(5.9) C_f;=”._f—2n—'f ’ c.z/':_Z%’ J#J
i=1 i=1
0og
(5.10) =y, = 2. J=leb-l
i=1

Lesningene for « -ene kan da finnes ved a sette tilbake i (5.8), og den tilhgrende G finnes ved a
invertere matrisen i (5.8) nar man tar bort ferste rad og kolonne og deretter fyller pa med passe

mengde 0-er. Vi trenger i tillegg matrisene M, :{"u‘ ni} og D, =diag{n,},for i=1,---,a og
j=L--,b-1, og vektorene ¥, ={¥,}, y, ={»,] med dimensjon a, og i=1,---,a. Dakan lesningen

uttrykkes ved:
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0 0 0 0 0 o0
o | @ y,—-MC'r 0 D;)+MC'M -MC"' 0

(5.11) b’ = = , G=
B) C'r 0 -c'M’ c' o
0 0 0 0 o0

Da finner vi lett R(u, e, 8)=b"X’y som i forrige modell. Vi definerer vektoren y, | = { y,j} for

j=1,---,b—1, tilsvarende som y,, . Da far vi:

R(,U,C(,,B) = (ya - MCilr)/ Ya + (Cilr)l Yb—l
(5.12) }
= :R(,u,a)+r'C*1r=Zni_ 2 +p"r

i=1

hvor vi har brukt at r kan skrives pa formen r=y, , —M’y, og R ( (o) er som i forrige avsnitt
(R( ,u,a) = Z; n; )_;f = ya’ya ) og har samme tolkningen som for, nemlig kvadratsumreduksjon til

modellen uten f -faktor. Dette gjelder ogsa for R( ,u) = n'_)_/nz som er tilpassningen uten o og /3 -
faktor.

En kvadratsum som er spesiell for denne modellen er R( o, pB | U ) som er hvor mye mer

kvadratsummen minker nar man tilpasser en « - og f -faktor i tillegg til en . Etter samme menster
som i forrige avsnitt, og direkte innsetting er denne gitt ved:

a

(5.13) R(a.fBlu)=R(u.00, f)—R(u) =SSR, =D m 3 +r'C'r—n 3’

i=1

N4 er R(Ol, ,b’|,u) =SSR,,, R(u,a, ) =SSR og R(u)=SSM . Dette betyr at hypotesen basert p&

m?

F(M) fra(4.23) og R(u) fremdeles tester H : £(y)=0, med E()_/__):(,u+%,ziai +%’Z,ﬂj)

mens hypotesen basert pd F(R,,) og SSR, (R (0(, ﬁ| ,u)) tester om det er grunnlag for noe mer i

modellen enn bare en 4, her i form av faktorene o og £ . Hvis hypotesen om at disse er lik 0

forkastes, vet vi ikke om det er den ene, eller den andre, eller begge faktorene som gir opphav til
forklaringsevnen og ma teste mer. Da kan man begynne med a teste radene (¢ ) alene (utelate /3 -

faktoren), slik at man far en vanlig 1-veis klassifisering som i forrige avsnitt og basere testingen pa
R (0{| ,u) og R(u) som der. Men etter det er det behov for 4 teste /5 -faktoren etter forst 4 ha testet for

U og «, altsd om det er noe gevinst 4 ta med F nar man har de andre parametrene. Denne testen

baseres pa R(ﬁ|,u,0{) og er gitt ved:

(5.14) R(B|p,c)=R(u.a. )~ R(u,)=p"r =r'C’'r

nar man setter inn fra (5.4) og (5.12). Summen av R<a|,u) og R(,B|,u,(x> gir R(a, ﬁ|,u) (ses lett ved
innsetting) sa dette er en ytterligere dekomponering av (5.13) som den er brukt i en ANOVA tabell.
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For & dekke alle mulighetene mé dette ogsa gjeres med 4 teste kolonnene ( ) forst (utelate o -
faktoren) og helt samme fremgangsmate.

Alle R(b)ledd (med b som vektoren av de forskjellige parametrene) er SSR til en eller annen modell.
Den kan altsa uttrykkes som y’XGX’y med matrisen i midten idempotent. Med y ~ N(p,O'ZI) for

vilkarlig p vektor vet vi fra Teorem 3.4 at R(b)/o” da vil ha en ikke-sentral y* fordeling uavhengig
av SSE. Hvis man s& dekomponerer parameter-vektoreni b’ = (bl',bzl) gjelder
R(b,.b,)=R(b,|b,)+R(b,). Dakan det vises at ogsd R(b,|b,)/c” har en ikke-sentral y’
fordeling (i tillegg til at R(b, )/ o har) som er uavhengig av R(b,) og SSE (se [3], s 247). Dermed
har vi en generell regel som bekrefter det vi sa ovenfor at R ((x, Yo | ,u) som utgjer tellereni F(R,,) er
ikke-sentralt y*-fordelt. Det kan vi se direkte av formen R ( uo, B ) =R (0{, ﬁ| 7] ) +R ( 7] ) . Dette kan
vi s bruke videre, ved & skrive R(u,a, 3)= R(ﬁ|,u,(x) +R(u, ) og R(u,20) = R(a|,u) +R(u).Da
gir samme ressonement at R( ﬁ| ,u,a) og R(O!| U ) begge er har ikke-sentrale y*-fordelinger

(uavhengige av hverandre og SSE). Dette og det at disse to leddene summert gir R (0(, Jij | ,u) er det som

skal til for & kunne dekomponere kvadratsummen i forskjellige deler (som i en ANOVA tabell), som
hver representerer en modell og har en tilherende F-observator som lar seg teste for 4 se om denne

modellen representerer en signifikant andel av forklaringen til y. F.ek. representerer R ( yij | ﬂ,a)

modellen som inkluderer S etter & allerede ha ¢ og « . Hvis den tilherende F-observatoren med

R ( yij | ,u,a) som teller er signifikant betyr altsé det at det er en signifikant forbedring & inkludere £ .

Til slutt far man mange kvadratsummer med tilherende F-observatorer som kan vare signifikante eller
ikke. Konklusjonene ma trekkes pa bakgrunn av alle testene, og er ikke ngdvendigvis entydige alltid,
m.h.p. hvilke faktorer som skal inkluderes i modellen. Dette er viktig & veere klar over.

I denne modellen er verken u, individuelle ¢ -er eller individuelle S, -er estimerbare, av samme
grunn som i forrige avsnitt. Forventet verdi for en observasjon er £ ( Vi ) =pu+ao;+ B, sé disse, eller

linezer-kombinasjoner av disse er estimerbare, noe som forer til at f.eks. differanser mellom to ¢, -er

eller to f3; -er er estimerbare, med 0{? - 0{,? , eller ﬁlo - ﬁ,? som estimater (BLUE).

Ved siden av & finne hvilken modell som er best, vha de forskjellige F-testene, kan de forskjellige
R( ) leddene ogsé brukes til 4 teste bestemte hypoteser om parametrene i modellen, ndr modellen er

gitt. N4 skal vi se pa noen hypoteser som lett kan testes her, altsé nar modellen er en 2-veis
kryssklassifisering uten interaksjon.

For & teste hypotesten om at alle 3, -ene er like altsd: H : f, = 8, =---= 3, omformuleres denne forst

til H:B,— B, =--=p,,— B, =0 (slik som i forrige avsnitt), som gjer at vi vet at hypotesene er
testbare (siden vi nettopp fant ut at differanser som disse er estimerbare). Da kan denne settes pa den
generelle formen fra (4.29) med H:Kb=0 med K'=(0 0 I, —lbfl) . Videre med G fra (5.11)

firvi K'G=(0 —-C'M’ C"' 0) ogdermed K'GK =C"". Ttillegg blir
Kb’ =-C'M’y, +C"y,_, . Dablir telleren i den generelle test-observatoren fra (4.35) lik:

36



0=(KD’ ) (K'GK)" Kb’
= (_CflM'Ya +Cy,, ) (Cfl )71 (-CMYy, +Cy, )

=r'Clr=p"r= R(,B|,u,05)

ved (5.14). Dette betyr at R ( ﬁ| ,u,a) kan brukes for 4 teste hypotesen om at alle f; -ene er like (som

teller i F-observatoren). Tilsvarende vil R (0(| u,p ) veere telleren i test-observatoren for & teste om alle
o -ene er like.
Her er det viktig & legge merke til at hypotesen som tester likhet blant /3, -ene ikke er basert pd

R ( B | ,u) som i 1-veis klassifiseringen, men pad R ( B | ,u,a) . Det kan vises pa tilsvarende mate som

ovenfor at i denne modellen (med begge faktorene til stede) tester R ( p | ,u) (som teller i F-
observatoren) hypotesen om at alle S, +732; n; e, for j=1,---,b erlike (se [3] s 282). Tolkningen
av denne er likhet blant S, + et veiet kolonnegjennomsnitt av ¢, -ene. For R (0{| ,u) er det tilsvarende,

. b . .
den er teller i observatoren som tester H: ¢, +-- E M B; erlike, for alle i.
i Jj=1 = -

5.4 2-veis kryss klassifisering, med interaksjon

Dette er modellen som vi brukte som illustrasjon i avsnitt 4.3 og som er den enkleste modellen som fér
frem alle de interessante kvadratsummene. Den skrives y,;, =y +a; + 8, + ¥, +&; . Som i forrige

avsnitt har den n; observasjoner for hver kombinasjon av i og j. Det er nedvendig med noe

tilleggsnotasjon pga. at vi betrakter tilfellet der n;; ikke lengre er O eller 1. Vilar y; = Z:/zl Viik >

— ) b a b a . . .
Yy = y”-nu_ , V= ZFI Vi» ¥V, = Zi:l Y. ,med n; = Zj:l n; ogn;= Zi:l n; somi forrige avsnitt.
Datastrukturen kan betraktes som & komme fra en tabell med rader og kolonner. Siden det kan vaere 0
observasjoner i en rute vil antall nivéer i ¥ faktoren vere lik antall ruter med observasjoner i, altsa

antall ruter der n; >0 . Vi kaller dette antallet for s. Som i forrige avsnitt er antall nivéer for o er a,

og for B er b. Normalligningene er i dette tilfellet enklere & lgse enn i forrige avsnitt, den ligner pa

tilfellet med 1-veis klassifisering. Rangen til X’X er s, som ikke er vanskelig & se, nér vi husker at
rommet utspent av kolonnene (el. radene) til & ligger inni kolonnerommet til y, s ogsa for /. Som

for setter vi p—r=1+a+b elementeri b lik 0, og velger for enklest mulig losning #° =0,
o) ==0a2=0 og B =--=p) =0. Dette gir den enkle losningen 73 =Yy for de rutene som har

n; #0 (s stykker). Vi far flg. b’ og G:

0l+a+b
0 y]l 0(1+”+b)><(1+ﬂ+b) 0(1+a+b)><s
(5 1 5) b = L , G = . ]
: 0s><(1+a+b) diag {Z}
)7ab.

37



Utregning av R(x), R(u,e), R(u,B), R(, ¢, ) blir som i forrige avsnitt, bortsett fra at
Y..Yi»Y ;Y byttesutmed y .y, .y, .y, . Den nye kvadratsummen R(u,c, 8,y) finnes pa vanlig

mate ved bO'X'y . Ved 4 registrere at X'y (hoyresiden i normalligningene) er en kolonnevektor med
;. totalene, er det lett & se at

(5.16) R(u.a,B.7)=b"Xy= Z Y. ZZ%
i=l j=1 i=l j=l1
og med de omtalte utskiftningene har vi ogsé:
R(u)=n 3.
R(IU,C() = Zni. y12
i=1
(5.17) b

R(wa,f)=Yn 72 +rCr

i=1

der den nederste av disse tilsvarer en 2-veis kryssklassifisering uten interaksjon (som i forrige avsnitt),
men med flere enn 1 observasjon pr. rute. Sé alle kvadratsummene (5.17) beregnes pa samme mate,
enten de er av interesse som en del av en variansanalyse for en 2-veis kryssklassifisering med
interaksjon, eller som tilpassning av en mindre modell.

Som i forrige avsnitt er R(u) tellereni F (M) som tester hypotesen H :E(y )=0, alternativt
beskrivelse av tilpassningen av kun g . Om tilpassningen forbedres med flere parametre enn kun u

er som for beskrevet ved en test med observatoren F' ( ., ) » der telleren er SSR,, som her er gitt ved:

(5.18) R(a A1) = R(1.0B.7)~ R ()=, =YY n, 32 =1 3

i=1 j=1
Denne kan igjen dekomponeres for & finne ut vilke(n) faktor(er) som bidrar til eventuell signifikant
forklaring av variasjonen i y. Da kan man enten starte med 4 tilpasse bare y, deretter o etter u

(R<a|,u)), deretter [ etter 1 og « (R(,B|,u,0{)) og til slutt ¥ etter 4, aog S (R<7|,u,0{,,3)),
eller bytte om pa rekkefolgen av & og [ . Tilsvarende som i forrige avsnitt gjelder ogsa

dekomponeringen: R (0!, B, }/I,u) = R(a|,u) +R (,B|,u,0() + R(}/|,u,0(, ﬁ) , der hvert av leddene er ikke-
sentralt y”-fordelt og representerer hver sine modeller som man kan teste effektiviteten av ved

signifikanstesting av de tilherende F-observatorene. R(}/I ua,p ) er gitt fra (5.16) og (5.17) som:

(5.19) R(7|u.0. B)=R(u.0. B.y) - R(u.t. B)

og beskriver interaksjonsleddets bidrag til reduksjon i kvadratsummen utover de andre parametrene.
Igjen som i forrige avsnitt har kvadratsummene ogsa en tolkning som en testing av sammenhenger
mellom parametrene. Den fremkommer etter & ha droftet estimerbarhet nedenfor.
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En opplagt begrensning til R( ) notasjonen slik den er definert her, er noe som oppstar pga. at

modellen ikke har full rang. Dette fremkommer nar man har interaksjon med i modellen og skyldes at
hoved-effektene er "inneholdt" i interaksjonen (7 rommet inneholder bade & og B rommet). Det gir

segutslagi R( ) notasjonen pa flg. méte:

(5.20) R(u,y)=R(p,0,7)=R(u,B,7)=R(u,a,3,7)

Grunnen til dette skjer kan man se hvis man ser neyere pa f.eks. uttrykket R(u, e, y) som tilsvarer en

modell med interaksjonsledd, men uten den ene hoved-effekten. Denne modellen kan
skrives: y,; = 4+, + ¥, + € , men dette er nettopp en 2-veis nestet modell. 2-veis nestede modeller

har vi ikke tatt med her fordi resultatene for den lar seg lett utlede pa samme mate som modellene vi
har her, og inneholder ikke noe annet nytt. Imidlertid viser det seg at kvadratsumreduksjonen for en 2-
veis nestet modell er (se [3], side 252):

(5.21) R(u.0.7)=R(u, B.7)=R(u.7)=

a b
=2
nijyij_

—_

i=l j

hvor de forskjellige variantene er 4, 1 hoved-effekt og interaksjons-ledd (nestet ledd), eller bare u
og interaksjons-ledd, som er et spesialtilfellet av de foregdende, men som gir samme resultat fordi der

en hoved-effekt er med blir denne likevel satt lik 01 b’ og far dermed ikke bidragi SSR = bOIX'y .

Dette er altsé alle modeller som ikke har begge hoved-effektene i tillegg til interaksjons-leddet. Vi ser
umiddelbart at kvadratsumreduksjonen i en nestet modell er den samme som i vér 2-veis kryss-
klassifisering med interaksjon, gitt i (5.16). Altsé blir pr. definisjon:

R(B|u.a.y)=R(u,00,B.7) - R(u,0,7) =0
(5.22) R(aju.B.y)=R (.0 B.y)=R(1,8.7) =0
R(“aﬁ ﬂ’y) =R(1u30{9ﬂ37/)_R(1u37/) =0

der disse R( ) leddene pa venstre side ikke er kvadratsummer i den betydningen vi har brukt hittil
(siden de er 0). Dette betyr at bare nar begge hoved-effektene er i modellen kan ogsa interaksjons-
leddet inkluderes, og ferst i det tilfellet far alle R( ) leddene tolkning som meningsfulle

kvadratsummer (og reduksjon i kvadratsummen).

Estimerbare funksjoner i denne modellen er som for basert pa forventningene,
E ( Viik ) =u+a+p .+, sd disse, eller linezr-kombinasjoner av de er estimerbare. For a forenkle
notasjonen videre innferer vi x4, = u+a; + f3; +; som betegnelse pa forventningene. Forst og fremst

er 4; kun estimerbar i de rutene (kombinasjoner av i og /) det er data og estimatet ser vi fra (5.15) er

gitt ved f; =, , de eneste elementene i b’ som ikke er 0 er 7/1(/) som er lik y; . Der det mangler data
er heller ikke y;,; estimerbar. Individuelle parametre (4,¢;, ;) er ikke estimerbare. Heller ikke
differanser mellom to ¢, -er eller to /3, -er pga. at y; vil ikke la seg eliminere. Hvis det er data i de

respektive rutene er f.eks. i, — i, =04 — o, +7,, — ¥,, estimerbar, men ikke bare o, — ¢, .

Differanser mellom rad-effekter kan bare estimeres generelt med gjennomsnitt av kolonne-effekter og
interaksjons-effekter til stede (kolonne-effektene forsvinner da hvis det er data i begge kolonnene).
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Tilsvarende for kolonne-effekter. Noen av de generelle uttrykkene for estimerbare funksjonene er
lange og lite intuitive, sa derfor er de utelatt her (se [3], side 302). Det viktige er & huske at de kan alle
formuleres som linezr-kombinasjoner av 4, .

Faktisk er det slik at ingen funksjon som kun inneholder « -er, [ -er eller kombinasjoner av disse
estimerbare. Derimot kan man finne estimerbare funksjoner som kun er avhengig av y -er. Forutsatt at
det er data i de respektive rutene, er:

(5.23) Oy jo = My = My = Wiy =ty ) = Vg = Yy = Vi = Vi)

estimerbar, og estimatet finnes ved & sette inn y; med tilsvarende indekser. Noe som er interessant

med (5.23) er at ikke bare funksjoner av estimerbare & -er er estimerbare, men ogsé noen funksjoner
av ikke-estimerbare @ -er. F.eks. hvis data mangler i rute (i, /) =(1,2) er ikke g, estimerbar. Dermed

er heller ikke 6, 5, = 4y, =ty =ty + ly » eller 6y, 53 = iy, = fls; — fly3 + Us; estimerbar siden 14,

inngdr 1 begge. Derimot er summen av disse estimerbar fordi g, forsvinner.

Uttrykkene i (5.16) og (5.17) gir oss alle mulige R( ) som tilsvarer hver sin del-modell av vér 2-veis

klassifisering med interaksjon. Signifikanstesting av de forskjellige F-observatorene gir oss
informasjon om hvilke faktorer som er viktige & ha med i modellen. Som i foregdende avsnitt er de

forskjellige R( )-leddene her ogsa knyttet til konkrete hypoteser om parametrene i den fulle

modellen. Disse hypotesene er mer omfattende enn tidligere, men nedvendige & ha med for
sammenligning. De er utledet p4 samme mate som for, ved a ta utgangspunkt i den generelle test-

observatoren fra (4.35) og vise i vilke tilfeller telleren i den reduseres til de forskjellige R( ) -leddene.

Som i tidligere tilfeller er det ogsa her tilstrekkelig & se pd hypotesene fra (4.29) med 0 pd heyre siden,
(alle de relevante R( ) leddene lar seg utlede av disse tilfellene). Den generelle hypotesen blir altsé

uttrykt som:

(5.24) H: Kb=0

Da er telleren i den generelle testobservatoren fra (4.36) O = (K'bO ), (K'GK)fl K'b°. Vi er interessert
kun i de tilfellene med K’b som estimerbare funksjoner og dermed linezre funksjoner av U, -ene.
Dermed kan vi skrive K’b =L’p (med p som vektoren med H;; der n; #0). Den delen av disse
estimerbare funksjonene som inneholder y; -ene vil nedvendigvis vaere pd samme form som g, -ene

(altsd L'y), sd det holder & se pd hvordan y, inngér i de estimerbare funksjonene for & lage L”. Pga.

den enkle formen pa b’ og G fra (5.15), der det kun er 73 -ene som ikke er 0 (lik y; ) vil L’ kunne

erstatte K' i Q og ta vare pa estimerbarheten. Med disse forenklingene er Q gitt ved:
-1
(5.25) 0=7L (L’D{n%} L) Ly
der D er diagonal-matrisen. Denne formen pé Q lar seg sa forenkle til R( ) leddene vi kjenner igjen i

forskjellige tilfeller.
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Forst ser vi pa hypotesen som baseres péd F (M ) som testobservator og husker fra for at den tester

hypotesen H: E(¥_)=0.1vir modell er denne hypotesen uttrykt ved 4, lik

(5.26) H: Zizjny.ﬂij =0 for n,; #0

Siden Kb =L'p=0 vil vaere formen pa den generelle hypotesen vil L' =(n,, ---  n,,) formulere
denne hypotesen. Da er det lett & se at O i (5.25) reduseres til R( ,u) 1 (5.17). Dette er bekreftelse pé at

R( ,u) tester den samme hypotesen som for, og formulert ved parametrene.

Hypotesene som baseres pa £ (04 ,u) (F-observatoren med R(a| ,u) som teller) og F ( ﬁ| ,u) (F-

observatoren med R ( ﬁ| ,u) som teller) er utledet pa samme mate. Hypotesen gitt ved:

(5.27) H: ¢ +}%Znij(ﬁj +7ij) like for alle i
J

kan lett vises at testes ved R (0{| ,u) . Forst skrives hypotesen som de a —1 differanser

L it —%zjnii,uij =0, i=2,3,---,a. S&konstrueres L’ ut fra denne formuleringen og etter

ny,

litt regning ([3], s 307) ser man at Q i (5.25) reduseres til R(0(| ,u) (utregnet fra 5.17). Det vil si at
F (0(| ,u) tester hypotesen 1 (5.27). Tilsvarende er det for F ( ﬁ| U ) . Denne tester hypotesen gitt ved:

(5.28) H: B+ n,;(e+7;) like for alle
Det er verdt & legge merke til at hvis y; =0 i (5.27) og (5.28) far vi samme hypotesene som i forrige
avsnitt (dreftet helt pa slutten), noe som er forventet siden modellen der var uten interaksjon.

Hypotesen som testes ved F(0(|,u,ﬁ) (R(a|,u,ﬁ)) er gitt ved:

(5.29)

2 a 2 a
H: nl—zb:ni %—Z Zb:% gl_,+zb: nlj—n—”: %j_zzb: M Yo, =0, i=l-a-1
n n; J=1 n; n;

j=1 1 i \_j=l1 i j=l

her gér i bare til a —1 fordi summen av venstresiden over alle i er 0, sa for at hypotesene skal vaere
uavhengige brukes bare de a —1 forste.

Helt tilsvarende gjelder for £ ( p | ,u,a) (R( p | ,u,a)) som tester hypotesen:

(5.30)

a p? b (& n.n., a 2 b (pnon.
H: [”’Z%Jﬁf—z(zwlﬁﬁzp’f_%JZY_ZZL%J%T:O’ j=1,b—1
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Disse utledes pa samme mate som over ved forst 4 uttrykke hypotesene pa formen L’p =0 . Deretter
kan matrisen L’ konstrueres pa grunnlag av koeffisientene til 7; og ved utregning ses at Q1 (5.25)

reduseres til R(0(|/J,,B) i(5.29) og til R(,B|,u,a) i(5.30), néirR(a|,u,,B) og R(ﬁ|,u,0() regnes ut ved
uttrykkene i (5.17). Tilsvarende som ovenfor fas at ndr vi setter 7, =0 f.eks. i (5.30) fremkommer en
ligning som bare kan vare oppfylt nar alle f -ene er like, noe som tilsvarer den hypotesen som

F ( B | ,u,a) tester i forrige avsnitt (der modellen var uten interaksjon).
Til slutt er hypotesen som testes ved F' ( y| uo, B ) (R(y| uo B ) ) gitt ved:

En vilkarlig kolonnevektor med s —a — b +1 lineaert uavhengige
(5.31) H: <funksjoner av 6,

.+ der disse funksjonene er enten estimerbare =0

O-er, eller estimerbare summer / differanser av 8-er

der s er antall ruter det er datai, s—a—b+1 er antall frihetsgraderi R ( y| uop ) , altsd hvor mange

uavhengige ledd det er i kvadratsummen, og &, ... er definert i (5.23). For & skissere hvordan det vises

ij.i'j'
at hypotesen i (5.31) testes med F' (7| wo, B ) (R <7| uo, g ) ) omformuleres forst hypotesen (siden

det bare er ¥ -ledd som inngér) til formen: Ly =0, der L” har dimensjon (s —a—b+1)xs og full
rad-rang. Ved & se pa definisjonen av € i (5.23) ser vi at betraktet som et ligningssystem er en lgsning
til dette gitt ved kolonnevektoren av bare 1-ere (1), slik at L1 =0. Da mé ogsd y1 vere en losning,
altsd y, =y foralle i ogj der n; # 0. Men med konstant interaksjonsledd kan modellen under

hypotesen i (5.31) betraktes som en redusert modell: E(y;;)= (& +7)+; + B; med reduksjon av

kvadratsummen lik R ( .o, B ) . Nar hypotesen er det eneste som skiller full og redusert modell kan da
O som er teller-kvadratsummen til F-observatoren for den generelle hypotesen fra (4.35) betraktes
som endringen i kvadratsumreduksjon som skyldes hypotesen, altsd O =R (u, e, B,7)—R(u. e, B)

(se [3], side 119), men dette er jo nettopp lik R(y| uo B ) . Dermed viser dette at F (}/I uwo, ) tester
hypotesen i (5.31).

Et viktig moment, som kun gjelder i det ubalanserte tilfellet (forskjellig antall observasjoner i rutene)
er knyttet til tolkningen av F <7| wo, B ) . Entest der F' (7| wo, B ) ikke er signifikant, betyr ikke at

det ikke er interaksjon i modellen. Grunnen til dette er lettest & se fra definisjonen av € i (5.23)
sammen med hypotesen (5.31). & ser vi kan ogsa skrives

0, =Em;)—EQ;;)— [E Vi )—ED )] som beskriver i hvilken grad forskjellen i forventet rad-

gi'y
effekt mellom i og i' varierer mellom kolonne j og j', som nettopp er definisjonen av interaksjon.

Dersom hypotesen i (5.31) hadde veert & teste 6, ;.

om dataene tydet pa signifikant interaksjon, eller ikke. Men hypotesen tillater ogsa at f.eks. summen

avto 6, kan veere 0, slik vi sé i eksempelet etter (5.23), hvor summen av to §; ., kan veere

estimerbar, selv om de ikke hver for seg er det, siden en £; som ikke er estimerbar lar seg eliminere.

=0 for forskjellige i, j, i’, j' ville dette gitt svar pa

Det er faktisk mensteret av tomme celler (de cellene som mangler data) som avgjer hvilke funksjoner
av y; som er estimerbare og som kan brukes i hypotesen (5.31). Hvis summen av to ;.. er 0 trenger
jo ikke hver av dem vaere 0, de kan vere like store med motsatt fortegn, noe som gjor at det kan godt

veaere interaksjoner i modellen uten at F <7| uo, B ) er signifikant. For & finne ut av dette ma en
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. =0 og testes ved (5.24) og (5.25). Hvis F(7|,u,0(,,6’) er
signifikant tyder det derimot alltid pa at det er interaksjon forskjellig fra 0.

spesiell hypotese spesifiseres for 8,

6. Oppklaring - harfin balanse

I avsnitt 2.3 ble forskjellen pa ubalanserte og balanserte data beskrevet med et eksempel. I det
balanserte tilfellet er det like mange observasjoner i hver gruppe pa finest oppdelte niva (rute, celle,
eller kombinasjon av i og j), mens det i det ubalanserte tilfellet ikke er det. Etter & ha gatt gjennom de
forskjellige kvadratsumreduksjonene man kan splitte en 2-veis kryss klassifisering med interaksjon i, i
kapittel 5, kan vi na forklare hvor forskjellen mellom balanserte og ubalanserte data spiller en rolle i
statistisk inferens.

Egentlig er det ikke nedvendig & skille dem, man kan betrakte det balanserte tilfellet som et
spesialtilfelle av det ubalanserte, som er det Searle gjor i [3] og det mest logiske siden formlene for det
balanserte tilfelle lar seg utlede fra det ubalanserte og ikke omvendt. Likevel har det historisk veert det
balanserte tilfellet som forst ble grundig analysert, og det har lenge vaert enighet om hvilken
variansanalyse som er den riktige. De relevante hypotesene a teste er hoved-effekter og interaksjon (se
[6]). Det ubalanserte tilfellet har sa vaert betraktet som en utvidelse av det balanserte, men det har ikke
veert den samme "konsensus" for analyse / hypoteser, og sé seint som pa 1970-tallet var det uenighet
(se [5,6]). Pga. forenklingene i formlene for det balanserte tilfellet, er det f.eks. i SAS laget prosedyrer
som bare er beregnet for balanserte data, som er beregningsmessig raskere enn de mer generelle
prosedyrene, og ogsa lettere a forsta. Enkelheten er et viktig moment bade for lett & kunne forsta riktig
mate & lese utskriftene péd, men ogsé en hjelp nar anvendelsene skal illustreres. I de mer generelle
prosedyrene for ubalanserte data beregnes fire forskjellige kvadratsummer (som for evrig blir like for
balanserte data) som skal dekke alle varianter av regresjons- og variansanalyse. A forsta forskjellen pa
disse fire kvadratsummene er ngdvendig for & analysere ubalanserte data i SAS. I tillegg til at det
balanserte tilfellet var forstétt forst og at programpakkene senere bevisst har opprettholdt forskjellen
pa balansert / ubalansert tilfelle, er det ogsa slik at i mange laerebegker gis det balanserte tilfellet mye
oppmerksombhet for lett & kunne forstd grunnprinsippene. Det er derfor nyttig a repetere hvordan noen
av formlene i det balanserte tilfellet ser ut, for deretter og peke pé forenklingene i forhold til det
ubalanserte tilfellet.

6.1 Balanserte data

Vi tenker oss igjen en 2-veis kryssklassifisering med interaksjon, gitt ved y; =4+, + 5, +7; + €&,

der som for i=1,---,a, j=1,---,b og k=1,---,n slik at n er antall observasjoner i hver rute. Videre
trenger vi ligningen (fra grunnkurs), som ogsé gjelder for ubalanserte data:

(6.1) iZblZnI(ygk—i)z=iiiﬁrj{iiim} Y —abn?

i=l j=1 k=1 i=l j=1 k=1 i=l j=1 k=1 i=l j=1 k=1

Sa skriver vi om:

(62) (e =7.) =[G =7+ (7, =5)+ (7 =7 =7, 47 )+ (e 7)) |

som antyder en dekomposisjon i de 4 leddene pa hoyre-siden. Det som gjor utregningene enkle i det
balanserte tilfellet er at nar (6.2) summeres over i,j,k splittes kvadratsummen kun opp i de 4 leddene i
paranteser pa hgyresiden, slik at vi far:
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a b n a b n a b n
DY) DY F T (7, -5)
i=l j=1 k=l i=l j=Il k=1 i=l j=1 k=l
a b n B B B 2 a b n 5
+'1‘21:k1< ARG +y,,,) " 1Z;k1(yijk_ylj)
i=1 j=l k= i=1 j=1 k=
(6.3) ! o 2
=bny (7, ~v.) +an) (v, -7.)
i=l i=1
a b ' 2 a b n 2
) DTy =V =T T) A 2D (v~ )

i=l j=1 i=l j=l k=

Alle kryss-produktene mellom de 4 leddene faller altsa bort (blir 0), men bare i det balanserte tilfellet.
Grunnen til dette er at med n; =n (balansert tilfelle) er f.eks. Zi)_zmzj n;y; = Zi)_}i~zj”ij)_’~.i~ , 0g

ikke ellers. I (6.1) kjenner vi igjen (pa heyresiden) uttrykkene som den totale kvadratsummen og
R(). For vi skal se pa sammenhengen med formlene i kapittel 5 skal vi vise at i det balanserte
tilfellet er faktisk

(2) R(Blu.e)
(i) R(ofu.B)

R(B|n)

(6.4)
R(ap)

Vi ser bare pa den gverste av disse og viser det bare for n =1 (for enkelhets skyld). Da forsvinner
interaksjonsleddet, noe som er en viktig observasjon i seg selv, det at interaksjon slik vi har definert
det i kapittel 5, kun gir mening i de tilfellene man har flere observasjoner i hver rute. Dette er siden det
ikke er mulig & skille mellom y; og &, nér k er overfladig, og da er det nok med en av disse som blir

stoyleddet i den nye modellen. Modellen er altsd y,; = u+¢; + 5 ;+¢&; somiavsnitt 5.3. R( ﬁ| ,u,a)

er gitt i (5.14) og vi trenger den inverse C matrisen. Fra (5.9) harvi ¢, =a—4 ,c; =—4 som gir:

(6.5) C=al-4]

der J er en matrise med barel-ere. Da kan et resultat fra lineaeralgebraen brukes for & finne den inverse
(se f.eks. [3] side 327), nemlig at:

(b1, +kd,) " = (1, - 223,

ky+mky, — m

Innsatt her far vi (her er dimensjonen b—1):

NN ()
oA
|

C'=1(1+J)=

2|~ .
SO s f— e

Fra (5.10) har vi at r, :{a(yj —)7”)}, for j=1,---,b—1.Da fés
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2y 4Vt Y, —by, ViV
Vit2y, 4ty —by. Vo=V

Q= oo
Q |~
2|~

<l =<
-

|

ﬁO:Cflr: ‘ - . : a ': v =

Vo) =Y. VitV +e+2y, by Y1y =V

1
a
R
a a a

hvor vi har brukt at by =y, +---+y,. Til slutt fas:

Vi-7)
R(,B|,Ll,0!)=[30’r=<()_{1—)7b) (.)_/,(b—l)_)_}.b))a :
(J_/.(b—l)_)_’,.)

Dette produktet gir (b—1) ledd av typen a()?j -V, )(J‘/J. -y ) = a[;‘zj =V Y =Vt )7',7)7“] for
j=1,---,b—1. Det forste leddet i klammeparantesen summeres opp til Zl: )73 . Det andre leddet

sammen med det fjerde summeres til: =y (¥, +--+¥, , —(b—1)y,)==b¥> +by,y siden
by =y,+---+¥, somover. Det tredje leddet summeres til

v, (¥, ++¥,,)==v,(by -¥,)=-b¥,y +¥,.Til sammen blir resultatet at ¥, gar inn i
summen, to ledd faller mot hverandre og vi star igjen med uttrykket a (Z; )73 -b )7_2 ) som nettopp

er uttrykket for R ( yij | ,u) 1(5.7) ndr det er en f -faktor i modellen med n; =a observasjoner pé hvert

niva. Dermed har vi vist (i) i (6.4).

Tolkningen av (6.4) fortjener oppmerksomhet og er den viktigste forskjellen mellom balansert og
ubalansert tilfellet. Som vi husker er R ( B | U, 0() hvor mye mer kvadratsummen minker nér man

tilpasser £ ien modell som allerede har & og . At denne er det samme som R( yij | ,u) betyr at det
spiller ingen rolle om man har & i modellen eller ikke nar man tilpasser B (og tilsvarende i motsatt
rekkefalge), noe vi vet ikke er tilfelle med ubalanserte data. Konsekvensen av dette er at ANOVA
tabellen blir enklere, for man trenger bare betrakte R (a| ,u) og R ( yij | ,u) 1 motsetning til det

ubalanserte tilfellet der man ferst tilpasser den ene effekten etter u# f.eks. R<0(| ,u) , 0og deretter
tilpasser S etter x4 og o ved R(ﬁ|,u,0(), og sa til slutt i motsatt rekkefolge, altsa R(ﬁ|,u) og

deretter R <a| u,pB ) for & dekke alle mulighetene. Litt upresist kan man ogsa si at R ( ,B| ,u,a) er

bidraget fra faktoren [, etter a ha justert for ¢ og « . Da betyr (6.4) (i) at siden det ikke spiller noen
rolle om man justerer for ¢ eller ikke, vil o effekten ikke influere pd S effekten i det hele tatt og

motsatt. Med ubalanserte data er det som sagt ikke slik, og man kan si at effektene blander seg, noe
eksempelet i neste avsnitt er en god illustrasjon pa.

Na er vi i stand til & sette opp den relevante variansanalysen (ANOVA tabellen) i det balanserte
tilfellet og koble den til de mer generelle formlene fra kapittel 5. Vi begynner med (6.1) som altsa er
uttrykk for den totale variasjonen i dataene. Om vi bruker avvikene fra gjennomsnittet, eller den totale
kvadratsummen er ikke sé farlig, men siden vi er vant til & bruke den totale kvadratsummen til dataene
1 kapittel 5, gjor vi det her ogsa. Da kjenner vi igjen uttrykkene pa heyresiden i (6.1) som

(6.6) SST=>">">"y5 og R(u)=abny’
ik
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Videre har vi med notasjonen fra kapittel 5 at for modellen med interaksjon gjelder at:
R(u,a,B,7)=R (Y 1,0, B)+R(B|u, @)+ R(a )+ R (1) og med (6.4) far vi den unike
dekomponeringen i det balanserte tilfellet:

(6.7) R(u,a,B,7)=R (V1,0 B)+R(B|u)+R(e|u)+R(p)

Ved samme ressonnement som 1 omformingen 1(6.1) har vi at

R(,B|,u) aZyj —aby’ = ZZ(yj -y )2 som ogsa blir pd samme form med » observasjoner i

i=l j=1
stedet for 1 observaSJ on i hver rute, slik at vi far

6.8) R(B|1) ZZZ( -v) =an;(f_, -5)

og tilsvarende:
(6.9) R(e|u) ZZZ A ) :b”Z(J_/I 5

Disse uttrykkene kjenner vi igjen fra (6.3). At effektene ikke blander seg, kan man fa et intuitivt
inntrykk av ved & se pa f.eks. R ( B | ,u) som bare inneholder kolonne-gj.nitt (ikke rad-gj.snitt). Pa
heyre siden av (6.3) har vi ogsa uttrykket Zizjzk( Yik = Vi, )2 som vi ser beskriver variasjonen i

dataene innen rutene (minste niva), og altsa det som modellstrukturen ikke fanger opp (rader, kolonner
og interaksjoner mellom disse). Derfor er det ikke overraskende at dette leddet nettopp er SSE .

(6.10) SSE=2.2. 2 (vu = 7; )2
ik

Hvis SSE pa heyresiden av (6.3) bytter plass med R(u) fra (6.6) far vi pa venstre siden av (6.3)
SST — SSE som vi kjenner igjen som definisjonen pa SSR, eller R(u, e, ,7). Det som gjenstar &
gjore rede for pé hgyresiden av (6.3) md da fra (6.7) vere R(7/| uo, B ) , altsé:

(6.11) R(Y|p.e. B) nZZ(y,] V.-, 47)

Ligningene (6.6), (6.8), (6.9), (6.10) og (6.11) utgjer variansanalysen (ANOVA tabellen) for
balanserte data. (6.3) inneholder det samme, og vi far det pa formen (6.7) ved & splitte opp

venstresiden som i (6.1) og bytte R ( ,u) over pa heyresiden og SSE over pé venstre, ev. ved bare a la
SST sta alene pa venstresiden illustreres dekomposisjonen som i en ANOVA tabell.

6.2 Eksempel

Et enkelt eksempel er egnet for & illustrere noe av det som ble beskrevet i forrige avsnitt om
konsekvensene av at dataene ikke er balansert. Vi tenker oss dataene som i tabellen nedenfor:
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Tabell 7: Ubalanserte data

Vi har faktorene 4 (radene) og B (kolonnene) med 2 nivéer hver. Hvis vi ser pd niva 1 av B er det
ingenting som tyder pd forskjell mellomrad 1 og 214 siden y;, =(7+9)/2=8 og y,, =8.
Tilsvarende er det ingenting som tyder pa radforskjell for nivd 2 av B siden y,, =7,, =5. Det er altsi

ikke forskjell pa radene for noe niva av B. Hvis man derimot ser pa radgjennomsnittene er disse
¥ =(T+9+5)/3=7 og ¥, =(8+4+6)/3 =06 sa forskjellen pa disse kan tolkes som en forskjell pa
nivaene i 4. Men i virkeligheten méler radgjennomsnittene bade effekten av faktor B og faktor 4.

Dette ser vi hvis vi setter skriver modellen som: y;, = u+a; + 3, + &, (dropper interaksjonsledd for

enkelhets skyld). Da kan vi sette opp radgjennomsnittene som

1.._(%)[3:“"'2(“1+ﬁ1)+(a1+ﬁ2)] Hrop+ %ﬁl"'%ﬁz
7. =(3)But (e + B+ 2oy + B)]=u+ oy +5 5 +3 B,

og da blir differansen mellom disse
(6.12) V.= y. =@ —a)+5(8 - 5)

som viser at differansen av radgjennomsnittene ikke estimerer differansen mellom nivaene i faktor A4,
(¢4 — ;) , men dette + en skalert differanse mellom nivaene i B.

Hvis vi heller formulerer modellen som y;;, = 4, + der man vanligvis i denne 2x2 tabellen ville

1/k b
estimert nivéene i A som (4, + t,)/2 og (fy + Iy, )/ 2, og differansen mellom nivédene som
differansen mellom disse, blir radgjennomsnittene gitt ved

n.= (2:“11 +ﬂ12)/3+5_‘1..
) :(ﬂzl +2ﬂ22)/3+§2..

som pa sin side estimerer (244, + £4,,)/3 og (i, + 2445, )/3 . Disse er funksjoner av antall

observasjoner i rutene, noe som kan vare uheldig, f.eks. i hypotesetesting hvor man helst skal kunne
sette opp den interessante hypotesen for man vet hvor mange observasjoner som havner i de
forskjellige kategoriene.

Hyvis vi i stedet ser pa de balanserte dataene i tabellen nedenfor far vi for niva 1 i B:

V. =(7+9)/2=8 og y,, =(6+10)/2=8 ogfornivd21B: y,, =¥,, =5 som i det ubalanserte
tilfellet. N4 blir radgjennomsnittene y, =(7+9+3+7)/4=13/2 og y, =(6+10+4+6)/4=13/2
og siden disse er like kan vi tolke det som at det ikke er forskjell pa nivéene i A.
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2 6,10 4,6

Tabell 8: Balanserte data

Setter vi inn 1 modellen, far vi at

7 =(H)[4u+ 20+ B)+ 2+ B)| =+ o+ B +1 B,
28 (%)[4:“"‘2(0‘2 +6)+2(e, "',Bz)] =Uto, +%ﬂ1 +%ﬂ2

som gir at differansen mellom disse blir

V.=V =00
som er det vi vil estimere og maler forskjellen i niva for faktor 4 uten innblanding fra faktor B.

Hovedproblemet i analyse av ubalanserte data er at en differanse mellom gjennomsnitt i en faktor blir
influert av effekten av en annen faktor, og lesningen pa dette er & korrigere gjennomsnittene for dette.

7. Mer oppklaring - lunefull entydighet

I avsnitt 2.3 sa vi pa et eksempel der det ikke fantes entydig lesning av normalligningene. Nér man har
flere parametere enn kategorier i dataene a estimere dem fra er det alltid slik, modellen har ikke full
rang. Modellen uten full rang er likevel vanlig & bruke pga. enkel tolkning av parametrene. Det har
derfor vert viktig & finne ut hvordan denne overparametriseringen pavirker inferensen (se [7]). En
annen mate 4 angripe mangelen pa entydighet pa, er & lage restriksjoner (tilleggsligninger) pa
parametrene slik at man far entydighet (se [7]). En tredje mate er & unngé problemet ved a bruke andre
modeller som har full rang (se [6], [8]). Uansett overparametrisering eller ikke baserer variansanalysen
seg pa en dekomponering av kvadratsummer. Det er som vi s i kapittel 5, en ner forbindelse mellom
kvadratsumreduksjoner og hypoteser om parametre i modellen. Vi skal se her at avhengig av hvordan
man lgser problemet med overparametrisering, har valgene store konsekvenser for kvadratsummene

og dermed for hvilke hypoteser som lar seg teste, noe som ikke nedvendigvis gir fremav R( )
notasjonen som vi har brukt. Man ma derfor vite om de forskjellige metodene og forsté forskjeller og
likheter. Forvirringspotensialet er stort, delvis pga. overparametriseringen, delvis pga. at hypotesene,
ikke er entydig spesifisert ved R( ) notasjonen, og delvis pga. at det kan vaere vanskelig & tolke

hypotesene. Ved a beskrive de tre forskjellige metodene og de tilherende hypotesene kan dette
forhépentlig bidra til & dekomponere forvirringen i mindre biter som hver for seg er lettere 4 bryte ned.

Vi har sett at ved hjelp av lineaer algebra og den generaliserte inversen, er ikke mangel pa entydighet
noe problem rent regneteknisk. Den manglende entydigheten fir imidlertid konsekvenser
(begrensninger) for estimeringen, men ved & studere de sékalte estimerbare funksjonene finner man ut
bade hva som kan estimeres og hvilke hypoteser som lar seg teste under disse modellene. Denne forste
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metoden "drar" altsa med seg overparametriseringen. Det er flere fordeler med dette. Den generaliserte
inversen lar seg alltid regne ut og de relevante kvadratsumreduksjonene, de forskjellige R( ) -

leddene, er alltid definert og unike. Likevel har de sine begrensninger som vi skal se nedenfor. Vi
kaller denne metoden for Metode 1.

A lage "kunstige" restriksjoner pa parametrene i modellen er ogsa en enkel fremgangsméte for 4 oppna
entydig lesning av normalligningene. Denne metoden har opplagte ulemper ved at restriksjonene
paferer modellen begrensninger som ma tas med nar man tolker parametrene og resultatene,
restriksjoner som kanskje ikke passer de aktuelle dataene man har. Med modellen i (4.3), 2-veis
kryssklassifisering med interaksjon er et eksempel pa en restriksjon o = 8, =y, =, =0 foralle i, j.

Da far modellen full rang og normalligningene har entydig lesning. Dette kaller vi Metode 2. Hva i all
verden er det s som skiller denne metoden fra Metode 1 ovenfor? Vi husker at i Metode 1 for & regne
ut den generaliserte inversen (avsnitt 5.4) var det nettopp slik vi gjorde det, vi valgte noen parametre
lik 0 og loste et ligningssystem med full rang og fikk lesningen i (5.15). Men det er faktisk stor
forskjell pa disse metodene, de har forskjellig tolkning og de gir forskjellige resultater. Vi skal se
nedenfor at kvadratsumreduksjonene i Metode 2 ikke alltid er unike, to forskjellige sett med
restriksjoner er opphav til forskjellige hypoteser.

Den siste metoden vi skal se pa, kaller vi Metode 3 og er & i stedet for & analysere modellen fra avsnitt
5.4 uten full rang, heller betrakte modellen y,; = u; + € . Denne har full rang i tillegg til at

parametrene er lette & tolke, de er nemlig populasjonsgjennomsnittene. Vi betraktet denne modellen i
avsnitt 5.4 da vi av notasjonsmessige hensyn satte 4, =4+, + f3;, men da fokuserte vi ikke pé at

dette samtidig representerte en modell med full rang. De andre modellene vi har sett pa lar seg ogsa
representere ved denne modellen, med passende restriksjoner. Vi presenterer disse restriksjonene slik
at forbindelsen mellom denne og de andre modellene er klare, og beskriver hvordan hypotesene under
denne modellen ser ut, ettersom noen av hypotesene er lettere & tolke med disse parametrene (som i
[6]). Kvadratsumreduksjoner i disse modellene lar seg regne ut pa tilsvarende mate som vi har gjort i
de overparametriserte modellene vare (se [8]), men dette bidrar ikke med noe nytt, utover at man blir
bedre kjent med denne type modeller. Vi har ferst og fremst sett nytten av 4 formulere hypotesene
under disse modellene siden tolkningen da kan vare mer intuitiv, og neyer oss utover dette a beskrive
forbindelsen med de overparametriserte modellene. Denne typen modeller ble mer vanlig forst pa
1980 tallet, etter at forvirringen knyttet til de overparametriserte modellene hadde skapt debatt i 10-
aret for. Det er viktig & huske at bdde med og uten restriksjoner har denne modellen full rang.

Generelt

Forst repeterer vi notasjonen og antagelsene som er felles for Metode 1 og Metode 2 som i [7] for &
beskrive og forklare forskjellene mellom disse, for vi beskriver hver av dem for seg, og til slutt tar
med litt om Metode 3. Vi har gitt modellen som i (2.1) pa den generelle formen:

(7.1) y=Xb+e

der som foryer Nx1,Xer Nxp medrang g< p,ber px1l ogeer Nx1. Viharikapittel 5 (f.eks.
(5.4)) definert kvadratsumreduksjonen til parametrene i modellen som:

(7.2) R(b)=bX"y
der b er en hvilken som helst losning av X'Xb = X'y . En liten utvidelse av notasjonen er at ni (og i

resten av notatet) er argumentet til R en vektor med alle aktuelle parametre, i motsetning til i kapittel
5 der vi brukte & som symbol for alle ¢, osv. Notasjonen b er brukt her for 4 innbefatte bade en
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hvilken som helst losning b” nér ligningene ikke har full rang, og lesningen b nér rangen er full (som
f.eks. i vanlig regresjon), for & understreke at formen i (7.2) er definert slik enten rangen er full eller

ikke. Hvis man sa deler opp X og b slik at X = [Xl EXZ] og b'= [bl' szlJ vil den reduserte modellen

y = X,b, +e ha en tilherende kvadratsumreduksjon som er
(73) R(b;)=b,X,'y
der b, er en vilkarlig losning til X,’X,b, =X,y . Da har vi ogs4 at

(7.4) R(b1|b2):R(b17b2)_R(b2)

Metode 1

Dette er metoden som benytter den generaliserte inversen, og der det er lettest a se nytten av de lineaer-
algebraiske resultatene vi har sett pa. Den er gitt ved flg. oppskrift:

(a) Man tar utgangspunkt i modellen fra (7.1) som ikke har full rang: y=Xb +e

(b) Kvadratsumreduksjonen for den fulle modellen er: R(b)=b"X"y der X'’Xb’ =X'y . Her kan

restriksjoner benyttes for 4 finne en b’ , men resultatet er uavhengig av hvilke restriksjoner
som velges.

(©) En redusert modell (i forhold til den fulle modellen i (a)) er gitt ved y = X,b, + e

(d) Kvadratsumreduksjonen til den reduserte modellen er da gitt ved R(b,)= bYX,'y, der b er

vilkérlig lesning av X, X,b) =X,y . Her kan man benytte restriksjoner for & finneb som i
(b), og igjen er resultatet uavhengig av hvilke restriksjoner som er benyttet.

I punkt (b) er restriksjonene slike vi som nevnt i innledningen brukte i avsnitt 5.4 for & finne en b°.
Der satte vi alle parametrene bortsett fra interaksjonsleddene =0. Det viktige her er at hadde vi brukt

andre restriksjoner hadde vi fatt samme resultat pd kvadratsumreduksjonen R (b) . Grunnen til dette er
at R(b) kan skrives pa formen R(b)=b"X'y =(GX'y )/ X'y =yXGX'y og fra Teorem 4.2 husker vi
at XGX er invariant til G (og dermed b’ ). Altsd uansett hvilken b° vi bruker far vi samme R (b).

Metode 2

Naé skal vi se hva som skjer nér vi bruker restriksjoner pa den overparametriserte modellen direkte, slik
at den far full rang.

(a) Man tar utgangspunkt i modellen fra (7.1), velger restriksjoner slik at man far en ny modell,
gitt ved: y=X"b" +e. Restriksjonene som her er valgt brukes sa videre, i motsetning til
metode 1, der forskjellige restriksjoner kan brukes i (a) og i (d).
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(b) Kvadratsumreduksjonen for den fulle modellen med restriksjoner beregnes som:

O o N # s -l ! .
R(b*):b* X"y, der b" = (X X ) X"y siden den nye modellen har full rang.

(©) Den nye parametervektoren b* deles i to slik at b = [b’f' Eb;'J og en redusert modell

spesifiseres som: y = X,b, +e.

(d) Kvadratsumreduksjonen til den reduserte modellen er da gitt ved R(b;) =b}' X}y, der

% #/ ik -1 %/
b2=(X2X2) X,y

Hovedforskjellen mellom denne metoden og forrige metode er at selv om R(b)=R (b ) er dette ikke

nedvendigvis tilfellet for den reduserte modellen, slik at R(b, ) ikke nedvendigvis er lik R (bz) .

Metode 3

Modeller med full rang er grundig beskrevet i [8]. Som nevnt i innledningen vil vi her ngye oss med &
beskrive forbindelsen med de modellene vi har sett pa, og sé presentere vanlige hypoteser med
parametere fra full rang modeller, for & gjore tolkning av hypotesene lettere. Modellene vi nd omtaler
er gitt ved ligningen:

(7.5) Vijr = My T E

der y; er populasjonsgjennomsnitt, som kan tenkes organisert i rader og kolonner som i en 2-veis
tabell. Ved & innfere restriksjoner, som kan betraktes som line@re sammenhenger mellom z; -ene fér
man de overparametriserte modellene vi har betraktet for. Uten noen restriksjoner tilsvarer (7.5) vér
gjennomgangsmodell, en 2-veis kryssklassifisering med interaksjon som i (4.3).

Modellen gitt ved ligningene:

Vi = My + Eye

(7.6) ST
iy = Hyj = Hyp+ Hyop =0, £, j#

som er lik den 1 (7.5), men som har en linear sammenheng (restriksjon) mellom ; -ene tilsvarer en 2-

veis kryssklassifisering uten interaksjon. At denne restriksjonen betyr at det ikke er interaksjon kan vi
se hvis vi sammenligner med avsnitt 5.4 der vi dreftet hvordan man testet interaksjonsleddet. Man kan
ogsa se det ved et enkelt eksempel, f.eks. den 2x 2 tabellen i avsnitt 6.2 med 1, =u+o;,+ B, +y;,

n, =n,, =2 0g n, =n, =1 . Da blir restriksjonen ekvivalent med ¥, —%,, =%, — ¥, » som igjen er
ekvivalent med ¥, —%,, = ¥, — 7,; » men ndr dette er oppfylt kan man lage nye variable for radeffekt

og kolonneeffekt lik & =a, +7,,, & =, +%,, B, =B, og B, =B, +(7,—,) - Da far vi den nye
modellen gitt ved u; =y +¢&, + B > I, j =1,2 som er uten interaksjon og gir samme verdier som

opprinnelige modellen med restriksjonen ¥, — %, =%, — 71 -

Hvis vi lager en modell med flg. restriksjoner:
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Yie = My + i
(7.7) My = My — Hype +:ui'j' =0, i#i,j#]
/u.j_:u,j':()’ J#J'

vil dette tilsvare en 1-veis klassifisering. Den ene restriksjonen er som i (7.6) som betyr ingen
interaksjon og den andre restriksjonen er at det ikke er kolonne-effekt (siden summen over radene av
populasjonsgjennomsnittene er lik for forskjellige kolonner). Med samme eksempel som ovenfor far
restriksjonen formen g, + 1,, = 1;, + I,, . Setter vi inn for modellen uten interaksjon (den andre

restriksjonen) 4, =y +a; + f3;,1, j=1,2, far vi at denne restriksjonen reduseres til 5, = 3, som
nettopp betyr at det ikke er forskjell pa kolonnene og vi har dermed en 1-veis klassifisering. Denne

modellen kan selvfelgelig skrives lettere som y; = 1, + €; , men (7.7) er med for & illustrere

sammenhengen mellom modellen (7.5) og modeller vi tidligere har omtalt. Tilsvarende 1-veis
klassifisering for kolonner fas ved & bytte ut j med i i (7.7).

Eksempel

Et eksempel som illustrerer forskjellene mellom Metode 1 og Metode 2 tar utgangspunkt i
gjennomgangsmodellen var fra (4.3), 2-veis kryssklassifisering med interaksjon.

Metode 1: Restriksjonene som gjor lgsningen enklest, nemlig 4 sette alle parametrene bortsett fra
interaksjonene lik 0, gir oss fra (5.16) at

(7.8) R(po.By)= > n7;

Som nevnt ovenfor ville alle mulige restriksjoner gi oss samme resultat. Hvis vi sa tenker oss den
reduserte modellen y,;, =+, + €, har vifra (5.3) og (5.4) at vi velger 1° =0 og far

(1.9) R(u.0)=) n .

(vi betrakter nd radene i 2-veis modellen, derfor summeres det over j slik at n, erstattes av n, og y;
erstattes av 3, ). Pa tilsvarende mate kan vi finne R(4,B), R(x,@,p). Med denne metoden er, som
vi husker fra (5.20) R(u,y)=R(#,0,7)=R(u.B,v)=R(u,a,B,v) og grunnen til dette var at rommet

utspent av kolonnene til hovedeffektene hver for seg er inneholdt i rommet utspent av kolonnene til
interaksjonsleddet.

Metode 2:
For & demonstrere metode 2 velger vi a =2 (2 rader), b=3 (3 kolonner), n,, =1 ogalle andre n; =2

(ubalanserte data). Sa velger vi f.eks. flg. restriksjoner for & oppné full rang: &, = §, =7, =%, =0, for

alle 7,j. Da blir normalligningene gitt ved:
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11 6 4 4 2 2\ H v
6 6 222 2(|%| |y
4 2 402 0|4
(7.10) éz _| Y2
42040 25| |
22202 0)45 | |m
2202 0 2) | (i
V2 '

som har full rang. Her legger vi merke til at alle parametre som er valgt lik 0 er fjernet fra ligningene,
og ogsa de tilherende rader og kolonner (til sammen 6 stykker). Na kan £°,--,7,, finnes ved &

invertere matrisen pa venstre side, og deretter kan R ( o ,B*,y*) finnes ved punkt (b) som:

(7.11) R(ﬂ*"l*’ﬁ*ﬂ* ) =Ly Ay, APy By T v+ Py s,

Da kan det vises at R(/,a,B,y)=R (,u o, B*,y*) . For & sammenligne hva vi far for den reduserte

modellen i (7.9), beregnes R( ,u*,a*) ved & sette 5, = f3; = ¥, = ¥»; =01 normalligningene i (7.10).

Da blir de nye normalligningene:

11 6\ 4
.12) ( j @ :(y.,,j
6 6)\ & V2.
som ogsé har full rang. Disse kan nd loses for 2° og &, (mrk. at disse ikke er de samme estimatene

som i (7.11)) og dette gir flg. R(,u*,a*):

(7.13) R(u'0')=p"y +d&y,

*

Igjen kan det vises at fra (7.9) er R(u,a)= R(,u*,a*) (mrk. at @’ = (e, ), mens @ =0 ). Pa
tilsvarende méte kan vi finne R(,u*,B*) , R(,u*,a*,[i*), R(,u*,a*,y*), R(,u*,[i*,y*) . Den viktige
forskjellen fra Metode 1 er at nd er R (ﬂ*,a*,y*) #R (ﬂ*,a*,[i*,y*) og tilsvarende

R ( w.B Ly ) #R ( u ,a*,B*,'y*) og grunnen til dette er at nd er ikke kolonnerommet til hver enkelt

ovedeffekt inneholdt i kolonnerommet til interaksjonen.

Diskusjon

Noen punkter om sammenligning mellom Metode 1 og Metode 2, vanlige hypoteser under modell
(4.3) og (7.5) (Metode 3) for enklere tolkning, er tatt med nedenfor (fra [7]).

Punkt 1
I Metode 2 er ikke R (Bz) alltid definert, og hvis den er definert er den ikke nedvendigvis unik, den

kan variere med restriksjonene. Her har Metode 1 en fordel, for der er alltid R([iz) definert og

uavhengig av restriksjonene. Hvis man i Metode 2 f.eks. lager restriksjonene ¢ =¢; = 8, =0 for alle i
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og j er verken R(ﬂ*,a*), R(ﬂ*,B*) , eller R(ﬂ*,a*,B*) definert. Som et eksempel pa R(B;) som

varierer med restriksjonene kan vi se pa R ( 1ol ,y*) . Denne vil variere med restriksjonene gitt

nedenfor, som er vanlige restriksjoner under denne modellen:

(7.14) 2 ===y =y;=0
eller

(7.15) =B =y,;=y,=0 forallei,j
eller

(7.16) Z[”iai = Z,”.jﬁj = Z,ﬂu (e + 74’/)22,”4‘/ (8, +7;)=0

Punkt 2
Som beskrevet pé slutten av Metode 2 er R(Bz) ikke alltid lik R(B,) og Metode 2 er ikke

spesialtilfelle av Metode 1. Hvis modellen fra (4.3) er utgangspunkt er R(u,a)=R ( i ,a*) ,
R(u.B)= R(,u*,[i*) og R(u,0,p)= R(,u*,u*,[i* ) , forutsatt at alle er definert. Derimot er

R(u,a,v)# R(,u*,a*,y*) og R(u.B,y)# R(,u*,ﬁ*,y*), og dette skyldes som nevnt ovenfor at i

Metode 2 spenner ikke kolonnerommet til interaksjonen ut kolonnerommet til hver av hovedeffektene.
Metodene er ikke spesialtilfeller av hverandre fordi vi kan i begge tilfeller velge samme restriksjoner,
og likevel vil de samme forskjellene som nevnt ovenfor gjelde.

Punkt 3

I verken Metode 1, eller Metode 2 er det klart hvilke hypoteser som testes. Bade R (Bz | B, ) og
R(B;
det er ikke alltid intuitivt hvilke hypoteser som testes av hvilke kvadratsummer, og rikelig anledning
til & misforsta hva som testes (tolkning av hypotesen). De vanlige hypotesene som er relevante for

modellene i (4.3) og (7.5) er vist i Tabell 9 nedenfor. Vi har antatt for enkelhets skyld at alle
n; >0 (selv om ikke alle hypotesene 1 Tabellen forutsetter dette). Generelt er i'#i og j'# j (bortsett

B, ) er brukt i ANOVA tabeller som utgangspunkt for testing av hypoteser om parametre, men

fra der de er brukt som indeks i summetegn). Tabell 10 viser sammenhengen mellom hypotesene og de
forskjellige R( ) leddene. De fleste hypotesene i Tabell 9 med modell (4.3) som utgangspunkt
kjenner vi igjen fra avsnitt 5.4, der vi dreftet denne modellen detaljert. Hypotese H2 1 Tabell 9, ser vi
fra Tabell 10 testes ved R(u| ,u) for modell (4.3) og er samme hypotese som i (5.27). H3 i Tabell 9

testes ved R(u| ,u,[i) og er den samme som i (5.29). H2 og H3 er begge hypoteser for radeffekten, og

helt tilsvarende er H6 og H7 for kolonneeffekten. H9 er testen for interaksjon og er den samme som
(5.31) (litt mer presist beskrevet der, og med den viktig bemerkningen angéende tolkningen som star
dreftet under). A finne tilherende hypoteser for reduserte modeller av (4.3) er rett frem. Hvis man

f.eks. dropper ¥, -leddene fra H2 i Tabell 9 far vi hypotesen testet ved R (a| ,u) for en 2-veis

kryssklassifisering uten interaksjon, slik som fremstilt helt pa slutten av avsnitt 5.3.
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Hypotese | Modell (7.5) Modell (4.3)

o HI I =M. 0(.+lz )/l./.:(z..+lz Vo,

offekt H2 Dty = Z%ﬂl—.,- O+ B D Yy =AY SR Y
o 2 by =D 00 (”i._zj%)aiJrzj(”if_Ti)?’z/

55 e S

H4 = o~ + 7, — 7, =0

coromme. | Ri=H, Bt vy =B+t 2y

effekt  |H6 3 2u, - Zi%ﬂy, Biad i+ 3 =Bty ey
I DTS i S [ S Py

DI IE S LIRS I - 2

H§ thy =t Bi=B+r-7,=0

Interaksjon | HO Ly — s — g+l =0 | 75—~y 7up =0

Tabell 9: Vanlige ANOVA hypoteser

R() Hypotese

R(a|,a)=R((l*‘,u*) H2

R(B|ﬂ)=R(B*‘ﬂ*) H6

R(a|ﬂ,B)=R(a*‘ﬂ*,|} ) H3

R(B|ﬂ,ﬂ)=R(B*‘ﬂ*a‘l ) H7

R(y|u.0.8)=R(y'|1" " ) HY

R(a'|u B77) med (7.14) !

R(o| w7y ) med (7.15) H4

R(o| ' f7.y") med (7.16) H2

R(B| 0y ) med (7.14) HS

R(B[ 0 y") med (7.15) H8

R(p[ 0 y") med (7.16) H6

Tabell 10: Sammenheng mellom hypoteser og R( ) ledd
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Hvis man sd i tillegg dropper /3, -leddene fir man hypotesen testet ved R (a| ,u) fra (5.6) som tester

likheten av ¢, -ene i en 1-veis klassifisering. P4 denne méten ser vi at Tabell 9 omfatter alle
hypotesene vi har dreftet i kapittel 5.

Fra Tabell 10 ser vi at R( ) notasjonen ikke er presis nér det gjelder & beskrive hypotesene som
testes. Man kan vere fristet til 4 tolke R<a| ,u) upresist som det & teste @ og se bort fra f og v,
R(a|,u,[i) som & teste o, se bort fra y og justere for B, og R(a|,u,[$,y) som & teste o og justere for
P og v.Men vi vet at i Metode 1 er R(a|,u,|},y) =0 ogi Metode 2 ser vi fra Tabell 10 at denne

tester forskjellige hypoteser avhengig av hvilken restriksjon som brukes. F.eks. hvis restriksjon (7.14)
brukes testes H1 som inneholder y; -ledd s den er avhengig av disse, dermed er "4 justere for" ikke i
betydningen a fjerne fra hypotesen, og misvisende sprakbruk i dette tilfellet. H1 lar seg ikke teste i
Metode 1 pga. at den tilherende kvadratsummen ikke lar seg generere. Nar man benytter R( )
notasjonen er det viktig at det fremgér bade hvilken metode som brukes og ev. hvilke restriksjoner
(Metode 2). Forfatterne av [7] konkluderer med at R( ) leddene er forst og fremst en mate (algoritme
for) & beregne kvadratsummer pa. Det avgjerende er hvilke hypoteser som passer, nar man har
bestemt seg for det, kan R( ) -leddene brukes for & beregne de korrekte kvadratsummene, med de

omtalte begrensninger.

Punkt 4

Noen av hypotesene i Tabell 9 er vanskelig a tolke, men & betrakte dem med to forskjellige modeller
som utgangspunkt (4.3) og (7.5), kan vere til hjelp. Forbindelsen mellom dem er at ved & sette

M; = +a;+ B; +7y, ihypotesene under modell 7.5 (kolonnen til venstre) fas hypotesene under

modell (4.3) (kolonnen til hayre).

Hvis vi ser pd H1, er denne lett & tolke i 4; notasjonen fra modell (7.5). Den tester likhet mellom 2

gjennomsnittlige populasjonsgjennomsnitt for rader, nar gjennomsnittet beregnes over kolonnene.
Fordelen med denne hypotesen er at den er uavhengig av antall observasjoner i hver celle (7, ), sé

fremt n; >0 . Dette er i trdd med at man skal kunne spesifisere en hypotese for man utforer forseket,

og da vet man ikke ngdvendigvis hvor mange observasjoner det er i hver celle (planter som der i lgpet
av forseket 0.1.). De andre hypotesene ser vi er avhengig av antallet, og hvis dette antallet ikke
representerer antallet i populasjonen for denne kategorien kan det gjere hypotesen uinteressant. Under
modell (4.3) ser vi at den tester likhet mellom to radnivaer med narveer av gjennomsnittlig
interaksjon.

H2 ser vi ogsé sammenligner 2 gjennomsnittlige populasjonsgjennomsnitt for rader, men na er
gjennomsnittet veiet med vekter lik andelen av observasjoner i en celle i forhold til 1 hele raden. Hvis
andelene stemmer med populasjonens fordeling av observasjoner er det en fornuftig hypotese. Ser vi
pa hvordan hypotesen er formulert under modell (4.5), ser vi at den tester likhet mellom to radnivéer i
narver av veiede gjennomsnitt av kolonnenivaer og interaksjoner. Hvis vi betrakter eksempelet fra
avsnitt 6.2 der vi demonstrerte hva som skjer nér dataene er ubalansert med et enkelt talleksempel fra
en 2x2 tabell og uten interaksjon med n,, =n,, =2, n,, =n,, =1, fir vi her at hypotesen tester

H:o-a,+ %( B -5, ) =0 som var nettopp det vi fikk i ligning (6.12) da vi sé pé differansen
mellom de marginale gjennomsnittene. Den assosierte kvadratsummen er R (a| ,u) og her stemmer

sprakbruken at denne tester @ nir man ser bort fra . Som beskrevet i punkt 3 mé& man veere forsiktig
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med den muntlige tolkningen av R( ) notasjonen, nar man snakker om 4 justere for en effekt, men

dette er kun farlig nar betingingen (de effektene bak | ) skjer pa en effekt som inneholder effekten
foran | (i den forstand at kolonnerommet omfatter den andre effektens kolonnerom).

H3 er vanskelig & tolke. Den er avhengig av antall observasjoner i cellene pa en komplisert mate. Den
er lettest pa formen fra modell (7.5). Ser vi pa eksempelet i avsnitt 6.2 igjen (uten interaksjon), far vi
ved innsetting at H3 tester hypotesen: H : 4, + 1, = 4, + 4,, som igjen ved innsetting av

My = 1 +a; + B, gir oss hypotesen H :2¢, + (3, + B,) =2a, + (B, + B,) somblir H : ¢ =, altsa
teste likhet mellom radnivaene. Den assosierte kvadratsummen er fra Tabell 10 R (a| ,u,B) sa her

stemmer det ogsa a tolke denne som & teste a og justere for . Den har altsa justert innblandingen av
kolonne-effekten som vi omtalte pa slutten av kapittel 6.

H4 er en spesiell hypotese som bare omfatter en kolonne, og som fremkommer kun ved Metode 2 og
restriksjonen fra (7.15), og er ikke sa anvendelig.

Resten av hypotesene (med unntak av H9 som er omtalt i andre sammenhenger) er tilsvarende disse,
men for kolonner i stedet for rader.

8. SAS GLM - kvadratsummer for enhver anledning

I SAS er det mange prosedyrer som kan analysere modellene som vi har beskrevet i dette notatet.
Noen er generelle og er ment & dekke mange situasjoner, som f.eks. REG og GLM, mens andre er mer
spesialiserte, som f.eks. ANOVA, VARCOMP, NESTED. De spesialiserte prosedyrene er ofte lettere
a forsta, de bruker mindre lagringsplass og beregningstid som kan vare avgjerende for store datasett,
men har et lite anvendelsesomréde. I de fleste tilfellene er det overlapp mellom prosedyrene, slik at de
kan brukes til mer enn det de forst og fremst er tenkt for, men det er viktig & kjenne begrensningene.
De generelle prosedyrene, pa sin side, er trygge a bruke siden de passer for mange andvendelser, men
er vanskeligere & sette seg inn 1. Vi skal se naermere pa den generelle prosedyren GLM, fordi dette er
den som utnytter mest av teorien vi har sett pa, og ved & forsta denne, forstdr man ogsé det
grunnleggende i de andre prosedyrene.

Samtlige av prosedyrene nevnt ovenfor beregner flere forskjellige typer kvadratsummer, som passer
for forskjellige situasjoner, og forskjellige tester. REG og GLM er hovedprosedyrene for regresjon
(REG) og forskjellige typer variansanalyse (GLM). De overlapper, men REG har masse diagnose
verktoy for regresjon som GLM ikke har. GLM, pa sin side kan ogsa brukes til regresjon, men er forst
og fremst laget for variansanalyse med "fixed" (som vi har sett pd) og "random" effekter. Hvis
effektene er "random", sé er det varianskomponentene som estimeres og dette kan gjeres mer effektivt
1 VARCOMP, som ogsa har muligheter for "fixed" effekter, men faerre muligheter enn GLM. ANOVA
kan bare brukes for variansanalyse med "fixed" effekter hvis dataene er balanserte, for da gjelder en
del forenklingsformler som gjer beregningene raskere vha matriseregning (se kap. 6), men hvis denne
brukes for ubalanserte data blir svarene feil. GLM kan beregne fire forskjellige typer kvadratsummer
som er ment & dekke de fleste aktuelle analyser og hypoteser. Om f.eks. dataene er balansert eller
ubalansert spiller ingen rolle for GLM (balanserte data er som nevnt for best tenkt pa som et
spesialtilfelle av ubalanserte data). For a forsta de forskjellige typene kvadratsummer er teorien fra
foregéende kapitler nedvendig, og vi skal igjen se fordelene ved & beskrive metodene med lineaer
algebra. Materialet i dette kapittelet er en hentet fra [1],[2] og [8].
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8.1 Forskjellige typer kvadratsummer i SAS GLM

GLM (forkortelse for Generelle Lineaere Modeller) er som nevnt ovenfor forst og fremst beregnet for
variansanalyse 1 de modellene som vi har beskrevet i tidligere kapitler. Den mé ikke forveksles med
forkortelsen til "Generaliserte Linezre Modeller" som betegner en sterre klasse av modeller, der
modeller for liner regresjon, logistisk / poisson regresjon, variansanalyse o.a. er spesialtilfeller. SAS
har egne prosedyrer for f.eks. logistisk regresjon.

GLM beregner, hvis enskelig opptil fire forskjellige kvadratsummer, kalt Type I, Type II, Type III, og
Type IV. For noen situasjoner er alle disse forskjellige og opphav til forskjellige F-tester sa det er
viktig & forsta forskjellene pd dem. Den enkleste modellen som samtidig er komplisert nok til & f& frem
de viktige forskjellene er en 2-veis kryssklassifisering med interaksjon som er var gjennomgangs-

modell fra (4.3) og gitt ved: £ ( Vijk ) =u+a;+B; +y, . Tabellen nedenfor viser sammenhengen

mellom de fire forskjellige kvadratsumtypene og R (|) notasjonen vi har brukt tidligere. I en 2-veis

kryssklassifisering med interaksjon betegnes effektene i SAS som A, B og A*B.
I flg. situsajoner er noen av kvadratsumtypene like:

I=1=1l =1V Ved balanserte data
8.1 n=mn=1v Uten interaksjonsledd

nr=1m Data med ingen tomme celler

Som (8.1) viser er det ingen forskjell pa de forskjellige kvadratsummene nar man har balanserte data,
s da kan man like godt bruke prosedyren ANOVA. For modeller uten interaksjonsledd er det bare
Type I som skiller seg ut, og for data med observasjoner i alle kombinasjoner av i og j er Type III det
samme som Type IV.

FAKTOR | TYPEI TYPE I TYPE III TYPE IV
(SEKVENSIELL) |(JUSTERT) |(MED RESTR.) (TOMME CELLER)

4 R(o|u) R(o|1.B) R(a* ﬂ*,ﬁ*,y*) data-avh.

B R(N#"‘) R<B|/"“) R(B* #$,u*’y$) data-avh.

A*B | R(v|p.0.B) R(v|u.0.B) | R(v|u.0.) R(y|u.0.p)

Tabell 11: Sammenheng mellom forskjellige typer kvadratsummer i SAS og R (|) notasjon

Tabell 9 og 10 (i kapittel 7) viser hvilke hypoteser de respektive kvadratsummene er assosiert med.

8.2 Estimerbare funksjoner i SAS GLM

Fra kapittel 4 vet vi at det er en nar sammenheng mellom testbare hypoteser og estimerbare
funksjoner. Siden SAS GLM sine forskjellige kvadratsumtyper er assosiert med forskjellige hypoteser,
har de ogsa korresponderende estimerbare funksjoner, som SAS ogsa har valgt & dele inn i de samme
omtalte fire typene. I utskriften av de forskjellige kvadratsumtypene gis ogsa utskrift av formen pa de
tilhgrende estimerbare funksjonene, som er en hjelp for & se hvordan hypotesen som kvadratsummen
tester ser ut. Dette gjelder ogsa Tabell 9 og 10 i kapittel 7. For 4 illustrere viser vi to eksempler pa
slike utskrifter, begge pa Type I kvadratsummer, hentet fra [8]. Utskriften av den estimerbare
funksjonen bestér av to kolonner, den ene som kalles "Effect”" som skal illustrere de forskjellige
faktorene med deres nivder, slik at "Intercept” betegner y, Al, A2,--- betegner de forskjellige nivaene

til faktoren & og tilsvarende for de andre faktorene. Den andre kolonnen kalles "Coefficient" og er for
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hver linje angitt med en kombinasjon av ett eller flere av symbolene L1,L2,L3,--- med fortegn og
eventuell koeffisient foran.

To eksempler
Forst ser vi pa en enkel 1-veis klassifisering med 3 nivéer for en faktor ¢ . Da vil utskriften av en
Type I kvadratsum foruten selve verdien av kvadratsummen ogsé ha flg. tabell:

EFFECT | COEFFICIENT
Intercept

Al L2

A2 L3

A3 —-L2-13

Tabell 12: Estimerbar funksjon for Type 1 kvadratsum i 1-veis Kklassifisering med 3 nivaer

Fra denne utskriften fis den estimerbare funksjonen som en sum av produktet mellom ellementene i
kolonne 1 og kolonne 2. Hvis vi kaller den estimerbare funksjonen for f°, bruker /,,/,,/;,--- 1 stedet

for L1,L2,L3,--- og vanlig modell notasjon gir Tabell 12 flg. estimerbare funksjon:
(8.2) f=hoy +he, —(L+1) e

Sa ser vi pa en 2-veis kryssklassifisering uten interaksjon med 2 nivéer for en faktor & (rader), og 3
nivéer for 4 (kolonner) og med flg. n; verdier og som gir SAS utskriften i tabellen nederst:

n; n;
313 (1 |7
2 11 |.

n; 514 (1 (10

Tabell 13: Antall observasjoner i 2-veis kryssklassifisering uten interaksjon

EFFECT | COEFFICIENT
Intercept
Al L2
A2 —L2
B1 —0.2381L2
B2 0.0952 L2
B3 0.1429 L2

Tabell 14: Estimerbar funksjon for Type 1 kvadratsum i 2-veis kryssklassifisering uten interaksjon

P& samme maéte som i eksempelet ovenfor vil den estimerbare funksjonen i Tabell 14 vare gitt ved:

(8.3) f=Lo, —lLa,—0.23811, 5, +0.09521, B, +0.14291, j3,
De to estimerbare funksjonene i (8.2) og (8.3) har to viktige egenskaper:

NB 1:
For alle verdier av /,/,,--- 1 f er den en estimerbar funksjon. Hvis vi f.eks. 1 (8.2) setter inn de to

linezert uavhengige settene med Iy =(/, 4)=(1 —1) ogl,=(l, 1L)=(1 0) fés de to lineart
uavhengige estimerbare funksjonene:
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(8.4) fi=o—a, og f,=0,—0,

I den estimerbare funksjonen i (8.3) for 2-veis klassifiseringen er det bare en /, (/; er i begge disse
eksemplene assosiert med 4, men u er justert for i disse kvadratsummene og kommer derfor ikke inn
1 den estimerbare funksjonen, se nedenfor). Med /, =1 blir den estimerbare funksjonen 1 (8.3) lik:

(8.5) fi=ay —a, —0.2381 3, +0.0952 3, +0.1429 3,

NB 2:
Antall forskjellige symboler /,,/,,--- 1 en estimerbar funksjon f er lik antall frihetsgrader , f.eks. r, ,1

kvadratsummen som kan skrives som en kvadratisk form y’Ay (vi husker fra avsnitt 5.3 at alle
kvadratsummene vi har sett pa kan skrives som en slik kvadratisk form) og som er assosiert med f
(7, vil da veere rangen til A). De to eksemplene ovenfor har begge kvadratsummen (Type I) R (a| ,u)

assosiert med de respektive estimerbare funksjonene som er gitt ved:

3
For 1-veis klassifisering i eks.: a|,u an -7) 2 og ry =2
(8.6) =
For 2-veis klassifisering i eks.: u| )=

n (¥, og r, =1

MN

i=l1

Vi kjenner igjen R<a| ,u) for 1-veis klassifisering fra ligning (5.6) og for 2-veis klassifisering fra
ligning (5.17) ved & huske at R(a|u)=R(u,0)—R(u) og samme omforming som i (5.6).

Hypoteser fremstilt ved de estimerbare funksjonene
Etter & ha uttrykt de estimerbare funksjonene er det enkelt & uttrykke de tilherende hypotesene som

kvadratsummene tester. Hvis vi kaller vektoren med r, =r forskjellige symboler /,,1,,---,/. 1 f for
l':(l1 L - lr) ,kan r, lineeert uavhengige forskjellige 1" brukes til & gi r, forskjellige
(maksimalt antall linezrt uavhengige) estimerbare funksjoner f,, f,,---, f. . Da er hypotesene assosiert
med kvadratsummene og korresponderende f gitt ved:

8.7 H: f,=0 for i=1,--,r,

Anvendt pa de to eksemplene gir dette, fra (8.4) med r, =2, flg. hypotese for 1-veis klassifisering:

) o —oa,=0
(8.8) For 1-veis eks.  H: ,eller H:o=a,=a,
a]

som vi husker er testen som assosiert med R (a| ,u) (fra slutten av avsnitt 5.2). Her er det viktig &

legge merke til at med andre valg av 1] og 1, som er linezrt uavhengige, fis den samme hypotesen.
For eksempelet med 2-veis kryssklassifisering uten interaksjon er , =1. Med /, =1 som1i (8.5) og
ved 4 sette f; =0 fas flg. hypotese for dette tilf.:
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(8.9) For 2-veiseks. H: @ —a, —0.23815 +0.0952 3, +0.1429 8, =0

Denne er ikke sa lett & kjenne igjen, men er den samme hypotesen som er beskrevet pa slutten av
avsnitt 5.3 (og som H2 i Tabell 9, nar man ser bort fra interaksjonsleddet). Der er hypotesen gitt som

H: o+ Z Z—’ B; like Vi.For & se at dette er samme setter vi inn verdier fra Tabell 13 og far
J

hypotesen H: o+ (30, +36,+,)/ 7=, +(2,+ B,)/3 som ved 4 trekke sammen gir hypotesen
H: o-0,+ (% —%),Bl + (%—%) B, ++ B; =0 som er den samme som (8.9). Ogsa her er det slik at
med andre valg av /, fis samme hypotesen. Dette viser at sammenhengen mellom koeffisientene i den

estimerbare funksjonen og modellen, eller verdiene av #,, ikke nedvendigvis er sa enkel, selv i dette

ij
ganske enkle eksempelet. Nedenfor skal vi se nermere pa en generell ssmmenheng.

Generelt

Na skal vi nevne et generelt resultat som er nyttig nér det gjelder a uttrykke det maksimale antallet
lineert uavhengige hypoteser (som er det samme som det maksimale antallet linezert uavhengige
estimerbare funksjoner) ut fra en kvadratisk form med en matrise som ikke nedvendigvis har full rang.
Siden dette er et generelt resultat er det nyttig og brukes i SAS (i hvert fall er dette tolkningen av det
som gjares).

Utganspunktet er som fer at vi har y ~ N (Xb,O'ZI) . Davil en F -observator pa formen

YAy/r, 67 (ikke-sentralt F-fordelt), der A er symmetrisk (husk for usymetriske matriser finnes en
tilherende symmetrisk matrise slik at den kvadratiske formen blir den samme), idempotent, har
dimensjon NXN ograng r, , teste hypotesen:

(8.10) H: T'Xb=0

der T’ har full rad-rang lik r, og med rader som er egenvektorene som svarer til enhets-egenverdien
til A. Dette er r, lineare hypoteser om parametrene i modellen, som er det vi vil ha, selv om
dimensjonen pad A er V.

For & begrunne dette ser vi forst at nar observatoren er F-fordelt som beskrevet er kravene for dette
som i Teorem 3.3 - 3.5 og da er blant annet A idempotent. Da gjelder (generelt for idempotente
matriser, se [4] s 302) at A kan uttrykkes som A =TT’ for T'T =1 der kolonnene til T er de r,

ortogonale egenvektorene til A tilsvarende de r, egenverdiene som er lik 1 (en idempotent matrise A
av dimensjon N og rang r, har r, egenverdier lik 1 og N —r, egenverdier lik 0, se [4] s 321). Videre

er hypotesen som F-observatoren opprinnelig tester og som tidligere omtalt er det uttrykket som gjor
at ikke-sentralitetsparameteren blir 0, gitt ved:

(8.11) H: bX'AXb=0

Det er flere méater a forenkle denne hypotesen pa. Ved a bruke at kvadratiske former som er
kvadratsummer, her y’Ay , kjennetegnes ved at matrisen A er symmetrisk og ikke-negativt definit (se
[9], s 230). Da kan A skrives som A =PP’ for en reell matrise P’ med full rad-rang r, (ved full-rang
faktorisering, se [4] s 206). Dermed kan (8.11) skrives som b’X’AXb =b’X'PP’Xb =0 som impliserer
P’Xb =0, se [4] s 62. Da er hypotesen i (8.11) ekvivalent med H : P’Xb =0. Dette er pga. full rad-
rang til P’ nettopp r, lineert uavhengige hypoteser om parametrene, slik som vi er ute etter, men

problemet er at P’ kan vere vanskelig & finne. Et alternativ kan da veere & se at P’Xb =0 impliserer
PP’Xb =0 og siden A =PP’ gir dette hypotesen H: AXb =0 . Dette er en enklere form enn (8.11),
men det er N hypoteser om parametrene hvor bare r, av disse er linezrt uavhengige og det kan vere
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vanskelig & plukke ut disse. Men ved a bruke egenvekormatrisen T beskrevet ovenfor har vi at denne
siste formen pé hypotesen kan skrives H: TT’Xb =0 som ved premultiplisering med T” og ved at
T'T=1 gir hypotesen H: T'Xb =0 som i (8.10). Dette er ogsé r, lineert uavhengige hypoteser om
parametrene, og en metode som alltid virker (& finne egenverdier og egenvektorer er relativt enkelt).

Hvis vi né betrakter den generelle testbare hypotesen H: K'b=0 fra avsnitt 4.4 (med m =0, dette
er en begrensning i GLM), med de samme kravene som der at K” har dimensjon sX p og full rad-

rang s kan vi gjere bruk av resultatet over. For en vilkarlig ikke-singulaer matrise L. med dimensjon s,
er denne generelle hypotesen ekvivalent med:

(8.12) H: LKb=0

og siden den vilkarlige L kan betraktes som s linezrt uavhengige vektorer 1’ med dimensjon 1xs kan
hypotesen i (8.12) ogsé skrives som

(8.13) H: I'K’'b=0 for vilkirlig s linezert uavhengige vektorer I’ med lengde s

Uttrykket 'K’ i (8.13) er en estimerbar funksjon (siden Kb er estimerbar). Ved & definere denne
funksjonen som f

(8.14) £=1Kb

og bruke s linezert uavhengige vektorer ll,,- -1 for & beregne s forskjellige verdier av f lik

N

f,=L'K’b for i=1,---,s fir vi at hypotesen i (8.13) kan skrives som

£=0
(8.15) H: :
£.=0

som nettopp er pa formen fra (8.7). Den estimerbare funksjonen i (8.14) er nettopp den type estimerbar
funksjon som utskriften i SAS GLM presenterer, som hver kvadratsum y’Ay , med tilherende F-

observator, er assosiert med. Men vi har samtidig at en slik F/-observator tester hypotesen i (8.10) sé da
ma den estimerbare funksjonen i (8.14) kunne skrives

(8.16) £=I'T'Xb

med de omtalte egenskapene til T (K’ mé kunne skrives som K’ =T’'X siden F-observatoren tester
begge formene av hypotesen). Dette er et eksempel pa en T’ som vi i avsnitt 4.4 diskuterte ("beviste")
eksistensen av. Da var hovedhensikten & utlede F-observatoren for den generelle hypotesen. I (4.33)

satte vi opp den passende kvadratiske formen (med m=0) O =b"K (K'GK)f1 K’b’, med tilherende
normalfordelt K’b°® og slik at matrisen (K'GK)fl er idempotent og symmetrisk (se avsnitt 4.4). Den
har dimensjon sXxs og r, =s. Da ser vi at ved resultatet 1 (8.10) vil de s egenvektorene til (K'GK)f1

kunne settes sammen til en T’ og teste hypotesen H : b'K(K'GK)f1 Kb =0 ved den enklere formen

H: TKb=0.Herer T" ikke-singuler slik at denne hypotesen er ekvivalent med H: K'b=0
som var utgangspunktet ( (8.10) bekrefter dermed var utledning i avsnitt 4.4). Her er det viktig a legge
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merke til at hypotesen H : b'K(K'GK)f1 Kb =0 ikke automatisk medferer /#: K’b=0, selvom

det motsatte er tilfellet.

Ytterligere forenkling er mulig og vanlig & benytte (som i SAS GLM). Vi ser at hypotesen i (8.12)

ogsé lar seg formulere som H: LS™'K’b=0 for vilkirlige ikke-singulaere matriser L og S. Derfor er

den vanligste formen pa den estimerbare funksjonen i (8.16) i stedet

(8.17) f=I'S"'T’Xb

der S kun er valgt for & forenkle uttrykket, slik at koeffisienten foran de s forste elementene i b kun er

ett enkelt elementi I’=(/, --- [ ). Utskriften i SAS bestar av parametrene i modellen (b) og ved

siden av disse de tilherende koeffisientene i (8.17) der elementene i 1" er skrevet som L1,L2,L3,--

sammen s forskjellige elementer.

Eksemplene fortsatt
Bruker vi denne metoden pa eksemplene ovenfor, far vi for 1-veis klassifiseringen med
n=3n=2o0gn,=2:

J, 0 0
3 3
(8.18) R(a|ﬂ)=2ni()7i'—)7__)2=y'Ay for A= 0 J, 0 |-J, ogr,=2
= 0 0 J

[SS]

der J, er en kvadratisk matrise av dimensjon n med alle elementene lik 1 . Da kan det vises at en

passe T med r, =2 rader som hver er egenvektorer til A som korresponderer med
enhetsegenverdien til A er:

, (22200 -3 3
000 2 2 2 2

Dette gir:
u
, 0 6 0 -6) ¢
TXb =
0 0 4 H4)a,
o
og fra (8.17) far vi felgende estimerbare funksjon:
Y7,
6 0)'(0 6 0 =6\«
=0 h) 0 4) Lo 04 4)a =Loy + Lo, — (L, +1) ey
o

som vi kjenner igjen fra (8.2) med S valgt som beskrevet. Vi sé i (8.8) at denne estimerbare
funksjonen er egnet for & utrykke en hypotese pa den generelle formen i (8.12).
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Helt tilsvarende blir det i var 2-veis kryssklassifisering med antall observasjoner som i Tabell 13:

3 , J.o0) -
R(a|u)=>"n (3, -7.) =y'Ay for Az((; . J-Jm og r, =1

i=1 3
Her kan det vises at flg. egenvektor til A korresponderer med den ene egenverdien som er lik 1:
t'=3 333333 -7 -7 -7)
som gir
tXb=(0 21 21 =5 2 3)(u o @ B B B)

og dermed fra (8.17)

f=L2)M0 21 21 =5 2 3w & @ B B B)
Ll(en—00)=4 B +% b +3 5]

som stemmer med (8.9).

Vi husker fra avsnitt 5.3 at vi der begynte med & spesifisere en gnsket hypotese, f.eks. likhet blant ¢ -
ene i en slik 2-veis modell som her i eksempelet, og ved & sette opp en K’ matrise for dette utledet at

den kvadratiske formen Q i den generelle F-observatoren i (4.35) var lik kvadratsummen R (a| ,u,B)

(tilsvarende er mulig for R(a| ,u) som her). Som vi husker beted dette at R(a| ,u,B) (som ikke er en
teoretisk sterrelse, men bestemt av dataene) tester, som teller i F-observatoren, hvorvidt den tilherende
teoretiske storrelsen b'’K (K'GK)_l K’b , som er en ikke-sentralitets parameter, er forskjellig fra 0.

Hvis denne parameteren er positiv er fordelingen forskjevet til hoyre fra en sentral F-fordeling. Sa
hvis test-observatoren, sammenlignet med en sentral F-fordeling gir forkastning, betyr det at datacne
tyder pé at et slikt (eller mer ekstremt) resultat er sveert usannsynlig hvis fordelingen er sentral, altsé at

fordelingen antakelig er ikke-sentral og b'’K (K'GK)f1 Kb # 0, som igjen medforer at K'b # 0 og
dermed forskjell pé nivéene i o .

I en progamutskrift som i SAS er kvadratsummene gitt, og hypotesene de tester fremkommer ved de
estimerbare funksjonene.

8.3 I beste mening

Huvis vi tenker oss hypotesen H: Alle manualer er gode og fullstendige beskrivelser skrevet i beste
mening, kan bakgrunnen for dette notatet betraktes som en test av denne. Slik all signifikanstesting er
basert pa tenkte gjentatte forsek og manualene pé trimrommet krever repetisjoner for a gi fremgang,
gjelder dette ogsé for tekniske manualer. Ved a lese det samme flere ganger, kanskje lere litt ny teori i
mellomtiden, eker forstaelsen. Vi skrev i innledningen at det kunne veare svaert vanskelig & skjonne
hva SAS GLM gjer og hvorfor (utfra manualbeskrivelsen). Gjennomgang av stoffet hittil burde gjeore
det lettere & forsta hvorfor fremstillingen i manualen er slik den er og vi finner ikke grunn til & forkaste
hypotesen ovenfor. I avsnitt 8.2 og 8.3 prevde vi a forklare hva SAS GLM gjor fra en mer teoretisk
synsvinkel, mens i dette avsnittet skal vi se litt pd manualens fremstilling og oppsummerende om de
forskjellige typene kvadratsummer med tilhgrende estimerbare funksjoner.
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Siden SAS innskrenker hypotesene til H: K’b=0 er denne, som vist i (8.12), ekvivalent med
H: LK =0 foren ikke-singular L med rang (dimensjon) s. Denne siste formen representerer som

nevnt s linegrt uavhengige estimerbare funksjoner satt lik 0, ved & fylle L. med symboler i stedet for
tall. Hvis man sa lar programmet finne enkleste mulige form pé koeffisientene fas formen i (8.17) som
er den formen som SAS GLM presenterer. SAS GLM gjor ikke forskjell pad hypotesen og de
tilherende estimerbare funksjonene, pga. nevnte ssmmenheng. Manualen beskriver at kadratsummer
for alle testbare hypoteser Lb =0 kan beregnes ved uttrykket:

-1

(8.19) SS(H, :Lsz)z(LbO)/(L(X’X)’L’) (Lb®)

Her kjenner vi igjen L som den vi har kalt K’, men som fremdeles har betydningen av & inneholde de
estimerbare funksjonene (som rader), sa notasjonen er tilsvarende (med 1 matrise i stedet for 2). Setter
man inn verdier for elementene i L, slik at det blir s lineaert uavhengige rader fés en verdi pa

hoyresiden som er kvadratsummen Q fra (4.35), eller altsé et R( ) ledd som i SAS GLM betegnes
med SS( ).

Den forste utskriften i SAS GLM er den sakalte generelle estimerbare funksjonen og det er nettopp
den estimerbare funksjonen som korresponderer med kvadratsummen R( ) med alle parametrene,

altsé i var 2-veis kryssklassifisering med interaksjon er det R(,a,B,v). Den er gitt p samme form

som eksemplene pad R (a| ,u) 1 avsnitt 8.2, med parametrene langs en kolonne, og de respektive
koeffisientene og uttrykkene i L1,L2,--- i kolonnen ved siden av. Vi husker fra avsnitt 5.3 at alle
R( ) leddene er en F-observator med tilherende hypotese som kan testes, som vi nd vet fremkommer

ved & sette den estimerbare funksjonen lik 0. Den generelle estimerbare funksjonen i SAS GLM
utskriften gir en oversikt over alle funksjoner som er estimerbare ved & sette inn verdier for
koeffisientene. Hvis man f.eks. er ute etter en estimerbar funksjon (hypotese) kun for en av faktorene
ma man velge verdier pa de andre koeffisientene slik at de andre faktorene elimineres. Der det ikke lar
seg gjore betyr det at den funksjonen som involverer kun den ene faktoren ikke er estimerbar (den
tilhgrende hypotesen ikke er testbar). Med symbol-koeffisient notasjonen er det pa denne maten lett &
se om en hvilken som helst funksjon som inneholder enskede parametre er estimerbar (om hypotesen
er testbar).

Etter den generelle estimerbare funksjonen kommer utskrift av samme form for de forskjellige
faktorene ( 4, B og A* B i var 2-veis klassifisering) med de assosierte F-testene nedenfor. Denne
utskriften er avhengig av hvilken type (Type I - IV) kvadratsum / estimerbar funksjon man har bedt
om 4 fa. En viktig ting 4 huske angaende disse testene er at uansett hvilke verdier man velger for
L1,L2,--- , sa lenge de forskellige valgene gir linesert uavhengige estimerbare funksjoner (rader) i L,
vil man fa samme testen (dette er pga. (8.12)). Nedenfor felger litt oppsummering om de forskjellige
typene kvadratsummer / estimerbare funksjoner.

Type I

Kvadratsummer av Type I er betegnet med "sekvensiell" i Tabell 11 fordi den er bestemt av
rekkefolgen pa de forskjellige faktorene nar de spesifiseres i prosedyren. Hoved-effekter mé
spesifiseres for interaksjonsledd, og en faktor som inneholder en nestet faktor md komme for den
nestede faktoren (vi har ikke sett pa nestede faktorer). Tabell 11 viser at rekkefolgen pa de spesifiserte

faktorene har vaert 4, B og A* B og de respektive kvadratsummene som beregnes er da R (a| ,u) ,
R(B|ﬂ,a) og R(y|,u,a,B) . Hvis rekkefolgen hadde vaert B, A og 4* B hadde de beregnede
kvadratsummene vart R([i| ,u) , R<a| ,u,B) og R(y| ,u,u,[i) . Med den upresise sprakbruken fra
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kapittel 7 kan vi si at kvadratsummen justerer for de faktorene som kommer for i spesifiseringen, i den
forstand at den faktoren som justeres for ikke er med i uttrykket for den assosierte hypotesen. En
hypotese for en faktor vil altsa generelt inneholde parametre for seg selv og alle faktorer som kommer
etter i spesifiseringen. Denne maten & inkludere flere og flere faktorer i modellen ligner litt pa
variabelseleksjon 1 vanlig regresjon, men ikke s& mye brukt innen variansanalyse. Type I er kanskje
best egnet for sammenligning med de andre typene noe som kan gi et slags mél pa hvor stor effekten
av ubalanse i dataene er, men den er ogsa egnet for noen andvendelser som vi ikke har sett pa, som
f.eks. noen tester for heterogenitet blant regresjonskoeffisienter (se [1]). Fra Tabell 9 ser vi at de
assosierte hypotesene til Type I er avhengig av antall observasjoner i cellene, n;, og kan derfor veere

uinteressant.

En fin egenskap ved Type I kvadratsummer er at de er additive, dvs. at de summeres til den totale
kvadratsummen. For vér 2-veis klassifisering far vi at

R(alu)+R(Blu.a)+ R(v| 1, 0.B) = R(1t,0.B.7) - R(1) = R (00, B.y
respektive kvadratsummene gir totalkvadratsummen for modellen, korrigert for . Dette er siden

R(0|u)=R(,a)=R(u), R(B|u,0)=R(1,0.8)~R(1,a), g
R(v|pt,0.B)=R(1,0.8,7) - R(1,0.B).

,u) , dvs. summen av de tre

Den tilherende estimerbare funksjonen av Type I er beregningsmessig enkel og fremkommer ved
radene som ikke er O-rader i en sékalt "Forward Doolittle" matrise. Denne matrisen er rad-operasjoner
péd X’X (som bevarer rad-rangen), vi husker fra avsnitt 4.3 at dette er en estimerbar funksjon, og er
slik at for en 2-veis kryssklassifisering med interaksjon bestar den av lineart uavhengige rader, en for
hver faktor (resten av radene er O-rader) og slik at med raden for faktor ¢ betegnet med L, blir

kvadratsummen assosiert med hypotesen /: L, b=0 (fra 8.19) lik R(a| ,u) som i Tabell 11.

Tilsvarende, hvis raden for faktor § kalles L4 blir kvadratsummen assosiert med hypotesen
H: Lgb=0 lik R(B|,u,a) (ogsd som i Tabell 11), og med L., som raden for interaksjonen y blir
kvadratsummen assosiert med hypotesen /#: L, b=0 lik R(y| ,u,a,B) i Tabell 11. I denne modellen

har alle kvadratsummene 1 frihetsgrad og derfor fremkommer alle mulige hypoteser (estimerbare
funksjoner) f.eks. for o ved at L i (8.19) blir radvektoren L, (som for S og y). Det ene eksempelet

1 avsnitt 8.2 var en slik 1 frihetsgrads hypotese. Det var en 2-veis klassifisering (riktignok uten
interaksjon, men det er uten betydning her) hvor vi sd i den estimerbare funksjonen i Tabell 14 at det
kun inngikk en symbolkoeffisient (L2) som enklest kan settes =1 og gi hypotesen i (8.9) (andre verdier
gir samme hypotese).

For balanserte data i var 2-veis klassifisering ville Type I estimerbare funksjon for ¢, bare inneholde
parametrene for & og ¥, i stedet for sénn som i det ubalanserte tilfelle der £ ogsa er med. Som vi

husker fra kapittel 6 er i det balanserte tilfellet R (a| ,u) =R (a| ,u,B) som vi tolket som at faktor ¢ blir
justert for B (i tillegg til ). I det balanserte tilfellet er alle typene like (ligning 8.1).

Type 11
Som Tabell 11 viser er en Type II kvadratsum den samme som Type I i noen tilfeller, men ikke i alle. I
var 2-veis klassifisering er den lik Type I for faktor £ , men ikke for & . Den kan kalles

R (en faktor|alle andre passende faktorer) . De respektive kvadratsummene er R (a| ,u,B) , R (B| ,u,a)
og R <y| ,a,a,B) . De justerer (i samme betydning som i Type I) en faktor for andre faktorer, bortsett fra

interaksjonsledd der faktoren inngér, eller nestede faktorer som faktoren inneholder. At den ikke kan
justere for et interaksjonsledd der den inngar husker vi fra diskusjonen i kapittel 7 (punkt 3, 4) er fordi
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at kolonnerommet assosiert med en faktor er et underrom av kolonnerommet assosiert med
interaksjonsleddet, s hvis interaksjonen "fjernes" forsvinner ogsa faktoren selv. S kvadratsummen
lar seg ikke generere i den overparametriserte modellen (Metode 1 fra kapittel 7). Den assosierte
hypotesen som testes ved Type II er fra Tabell 9 den som kalles H3 (og H7). Vi dreftet under punkt 4
hvordan denne justerer for den andre hoved-effekten sin innblanding som oppstar pga. ubalansen i
dataene (se ogsa slutten av kapittel 6). Det er ogsa verdt & merke seg at den justerer for interaksjons-
ledd der den ikke inngér (nar det er flere enn to hoved-effekter), men altsé ikke hvis den inngar, og
disse presiseringene er det som kan oppsummeres som & justere for "alle andre passende faktorer",
eller som i Tabell 11 bare kalles "justert". Der justerer den faktor A4 for B, og faktor B for A (lik
Type I ndr man spesifiserer faktorene i rekkefolgen 4, B og A* B). Kvadratsummen for
interaksjonsleddet er justert for begge hoved-effektene. I likhet med Type I, er Type 1l ogséa avhengig
av n;, noe som kan gjere den uinteressant hvis populasjonsandelene ikke er like celle-andelene (som
nevnt i kapittel 7).

Type II kvadratsummer er generelt ikke lengre additive slik Type I er.

Siden Type II ikke kan justere for interaksjon, er denne kvadratsummen best egnet for situasjoner uten
interaksjon (hvis man vet at det ikke er interaksjon, eller man finner at interaksjonsleddet ikke er
signifikant). Hvis interaksjonsleddet er signifikant kan man bruke Type III i stedet, eller man kan
splitte opp analysen, og underseke ev. forskjeller i den ene faktoren for hvert niva av den andre.

At en estimerbar funksjon av Type II ikke inneholder andre parametre for en faktor enn for faktoren
selv og ev. faktorer den er inneholdt i, gjer at den ligner mer pa det balanserte tilfellet enn Type L.
Dette er ogsé noe av motivasjonen for & konstruere Type II. Beregningsmessig kan man oppna Type 11
ved a gjenta Type I beregningene med varierende rekkefolge pa faktorene og samle pa den som ikke
kommer forst (og derfor er justert for den ferste). I praksis lgser algoritmen 1 SAS GLM dette pa en
tilsvarende mate, men uten & matte forandre rekkefolgen.

I en Type II hypotese for en faktor som er inneholdt i en annen faktor (f.eks. hypotese om ¢« i var 2-
veis kryssklassifisering med interaksjon) vil koeffisientene i L til interaksjonen, som i Type I, ogsé
veere avhengig av antall observasjoner i cellene, noe som kan gjere den uinteressant.

Type II1

En kvadratsum at Type III tilsvarer Metode 2 i kapittel 7, som gér ut pa & lage restriksjoner i den
overparametriserte modellen slik at den far full rang. Dette er eneste méten a generere kvadratsummer
som kan justere en hoved-effekt for interaksjonen den inngér i. Selv om (som nevnt i kapittel 7) det &
justere né ikke betyr & fjerne fra tilsvarende hypotese, sé fjernes "deler" av interaksjonen (den delen
som ikke er estimerbar). P4 samme mate som Type II justerer den for andre hoved-effekter, og fra
diskusjonen i kapittel 7 (punkt 2) har vi at uten interaksjonsledd blir kvadratsummen lik Type II. Det

er fordi R(,u,a,B):R(,u*,a*,B*), R(,u,a):R(,u*,a*) og R(,u,B):R(,u*,B*) slik at
R(a*

B ) = R(a|ﬂ,|}) og R(B*‘,u*,a* ) = R(B|,u,a) safremt alle leddene er definert. Dette betyr at

det kun er nér det er interaksjon med i modellen forskjellen mellom Type Il og Type Il er av
betydning og Type III har altsa en slags justering ogsa for interaksjonen. Derfor kan Type III kalles

R (en fakt0r| alle andre faktorer) og er beregnet & kunne brukes nar man f.eks. skal sammenligne

nivéene i en faktor, justert for den andre faktoren, men i narver av (estimerbar) interaksjon.
Kvadratsummen for interaksjonsleddet er justert for begge hoved-effektene som i Type I og Type II.

Type III kvadratsummer er som Type II generelt heller ikke summerbare.

Type I kvadratsummen har den fordelen at de assosierte hypotesene ikke er avhengig av n; oger

dermed mer i trdd med det & kunne sette opp en hypotese for man ev. vet hvor mange observasjoner
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det er i hver celle, eller hvis man starter med balanserte data og frafall inntreffer underveis er det mest
naturlig at ikke hypotesene forandres.

I de fleste tilfellene med ubalanserte data, er formen pa den generelle estimerbare funksjonen den
samme som hvis dataene hadde vaert balansert, som nevnt i eksempel 2.2. Siden Type II estimerbare
funksjoner er avhengig av antall observasjoner vil den for en faktor i vér 2-veis klassifisering variere,
avhengig av om dataene er balanserte, eller ikke. Type III estimerbare funksjoner varierer altsa ikke
med antall observasjoner i cellene, slik at nar den generelle estimerbare funksjonen er uforandret s&
skal ogsa de estimerbare funksjonene (testbare hypotesene) vare uforandret. Den skal ogsa, som i
Type 11, ikke inneholde parametre for andre faktorer enn seg selv og faktorer som den inngér i. For &
gjore Type Il uavhengig av antall observasjoner gjeres hypotesen assosiert med en faktor ortogonal
med hypotesen for faktoren den inngér i. Dette er nemlig noe som kjennetegner hypoteser i balanserte
data. Type I og Type II har ikke denne egenskapen, der er ortogonaliteten til stede i balansert tilfelle,
men ikke i ubalansert. I var 2-veis klassifisering skal alts& hypotesene assosiert med hver av faktorene
vaere ortogonale pa hypotesen assosiert med interaksjonen. Denne egenskapen gjer at Type I1I er den
som ligner mest pa det balanserte tilfellet og er noe av tanken bak den.

En estimerbar funksjon av Type III er generert direkte fra den generelle estimerbare funksjonen. Et
eksempel pa en Type III estimerbar funksjon i var 2-veis kryssklassifisering med interaksjon folger
nedenfor. Antall nivéer i begge faktorene er 2. Den generelle estimerbare funksjonen er

EFFECT | COEFFICIENT
Intercept Ll
Al L2
A2 L1-12
Bl L4
B2 L1-L4
AB11 L6
AB12 L2-L6
AB21 L4-L6
AB22 | L1-L2-L4+L6

Tabell 15: Den generelle estimerbare funksjon i 2-veis kryssklassifisering med interaksjon

Fra denne konstrueres en Type III hypotese for interaksjonen ¥ ved forst & sette L1=L2=L4=0 i
Tabell 15. Da far vi:

EFFECT | COEFFICIENT
Intercept 0
Al 0
A2 0
Bl 0
B2 0
AB11 L6
AB12 —L6
AB21 -L6
AB22 L6

Tabell 16: Type III estimerbar funksjon for interaksjonen
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For & oppna en Type III estimerbar funksjon for & tas ogsé utgangspunkt i den generelle estimerbare
funksjonen. Ved 4 sette L1=L4 =0 oppnas & fjerne faktorene 4 og [ fra den estimerbare
funksjonen. Interaksjonen lar seg ikke fjerne uten a fjerne & ogsa. Na er den estimerbare funksjonen
avhengig av L2 og L6. For a forenkle ytterligere settes L6 =K X L2 . Vi ser at samme vektorer kan
uttrykkes med denne formen som med L2 og L6 ved passe valg av K. Dette gjor at den funksjonen
bare er avhengig av L2 av de opprinnelige symbolkoeffisientene og en konstant. Denne estimerbare
funksjonen representerer alle de mulige estimerbare funksjonene uten ¢ og [ . Ved sa a bestemme
denne konstanten slik at den estimerbare funksjonen er ortogonal til den estimerbare funksjonen for
interaksjonen (Tabell 15) fas den endelige formen. Her er dette ved K =0.5. Disse operasjonene er
vist nedenfor:

FAKTOR | GENERELL L1=1L4=0 L6=K L2 K=0.5
FUNKSJON
Intercept Ll 0 0 0
Al L2 L2 L2 L2
A2 L1-12 -L2 -L2 -L2
Bl L4 0 0 0
B2 L1-14 0 0 0
AB11 L6 L6 K L2 05L2
AB12 L2-16 L2-16 (1-K)L2 0512
AB21 L4-L6 —-L6 -K L2 -0.5L2
AB22 | L1-L2-L4+1L6 —-L2+L6 (K -1)L2 -0.5L2

Tabell 17: Type III estimerbar funksjon for ¢ i 2-veis kryssklassifisering med interaksjon

Det er maten K bestemmes pa som avgjer om den estimerbare funksjonen er av Type I eller Type IIL.
Type II har K avhengig av antall observasjoner i cellene, mens Type III bestemmer K slik som
ovenfor.

Type IV
Denne typen kvadratsum er konstruert forst og fremst for & kunne takle tomme celler, altsa at man ikke

har observasjoner for noen kombinasjoner av i ogj (en eller flere n; =0). Den er basert pa at ut fra

mensteret av tomme celler bestemmer GLM hvilke hypoteser som passer. Det er til dels sammensatte
kriterier som ligger bak hvilke hypoteser som velges. Type IV kvadratsummer benytter seg ikke
nedvendigvis av alle dataene og de er ikke n@dvendigvis unike for et datasett. Vi har valgt & ikke
beskrive de forskjellige tilfellene av Type IV, ettersom vi ikke har funnet at de inneholder sa mye nytt
om modellene vi har sett pd. Vi noyer oss med & henvise til [1] og synes det er tilstrekkelig & huske at
dette er en type kvadratsum som takler det & ha tomme celler (som nevnt i kapittel 7 forutsetter noen
hypoteser at alle n; >0 ). Hvis ingen celler er tomme er denne kvadratsummen lik Type III.
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Apendiks A - Derivasjon m.h.p. vektorer

Den deriverte til en skalar funksjon f(x) av kolonnevektoren x, mhp x = (x,--,x, )/ defineres som

kolonnevektoren:
I (x)
ox
Jf (x !
(A.1) J;( ): :
X o)
ox,

slik at f.eks. den deriverte av skalarproduktet ¢’x for en vilkdrlig vektor av konstanter ¢ mhp vektoren
x blir det samme som den deriverte av skalarproduktet x’c (siden ¢’x =x"c) og lik:

(A.2) %(c'x):%(x'c):c
Tilsvarende blir det & derivere mhp en radvektor:
(A3) 8?;' (¢'x)= ai, (xc)= [gix(c'x)} =¢

For vektorfunksjoner blir utvidelsen slik at nér y = ( Vi sV ) er en vektorfunksjon der elementene
er funksjoner av x, defineres det to mulige deriverte, nemlig:

d

S Vi ’
ay/ ay Bx. ay/

A4 =Ly, 0 = i =

(A4) o= ] og 25 a "

Wym

som er matriser av dimensjon nxXm og mXn henholdsvis. Eksempler pé (A.4) er

ax,:ax :I’i,(Ax):Aax:A’ d ox
ox’  ox

A5 —(xB) =
(A-5) ox ox’ ax(x ) ox

B=B

der A og B er matriser som ikke er funksjoner av x.

Den deriverte av indreproduktet u’v med u og v som vektorer der hvert element er funksjon av x, er
vha produktregelen definert som:

d(uv) 9 du; v, | ou oV
A.6 =— Y. = —Ly. L=
(A.6) ox axziulvl Z"{ax it ax} x ' ox"

ved formen i (A.4). Dermed kan den deriverte av en kvadratisk form utledes fra (A.6) som:

(A7) i(x'Ax) _ o AX + XA
ox ox ox

x=Ax+Ax
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Apendiks B - Positivt definite matriser

At en symmetrisk matrise A er positivt definit er en egenskap knyttet til den korresponderende
kvadratiske formen x’Ax . Den er positivt definit hvis:

(B.1) x’Ax >0 foralle x#0

Dersom x’Ax =0 for x=0 og for en annen x # 0 er A positivt semi-definit. Dersom A er enten
postitivt definit, eller positivt semi-definit sies den & vaere ikke-negativt definit. At det bare omtales
som en egenskap til symmetriske matriser er pga. at det egentlig er en egenskap til den kvadratiske
formen x’Ax og dersom A ikke er symmetrisk finnes det likevel en entydig symmetrisk matrise B gitt

ved B= %(A + A') som har den samme kvadratiske formen, altsd for A ikke symmetrisk finnes alltid

en symmetrisk B slik at xX’Ax = x'Bx for alle x (se [3], s 34).
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Apendiks C - Matrisemultiplikasjon

Forskjellige méter & betrakte produktet av matrisene A, (dimensjon pxgq)og B, er verdifullt for

pxq

a fremheve forskjellige egenskaper til resultatet. Hvis vi tenker oss A = spesifisert ved sine rader og

pXxq
B, ved sine kolonner er produktet gitt ved:

raa’(A)l md(A)lB
(C.1) AB= : B= :
rad(A)p rad(A)pB
eller tilsvarende:
(C.2) AB=A(kol(B), - kol(B) )=(Akol(B) - Akol(B))
Videre hvis elementene i radene til A er gitt ved rad (A)1 = (a” g q) osv. til
rad (A)p = (%1 apq) og kolonne-elementene til B er
b]l b]r
kol(B) =| : kol(B) =| :
b, b,

vil produktet AB ogséa kunne ses pa som:

a, md(B)1 +otay, rad(B)q

(C3) AB= :
a, rad(B) +---+a,, rad(B)q
eller som
(C4) AB=(kol(A), b, +-+kol (A), b, kol (A) by, ++-+kol (A), b, |

Dvs. at matriseproduktet kan ses pa som en lineaerkombinasjon av radene til B med vekter fra radene
til A, eller som en linezrkombinasjon av kolonnene til A med vekter fra kolonnene til B. Bevisene for
disse resultatene er rett frem.
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